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Es seien 

4 

Ä = (aj, B = (6J 

zwei Matrizen m-ten Grades, deren Elemente a^ und 6..^ unabhän- 
gige Variabele sind, 

= (c,0 = AB 
die aus ihnen zusammengesetzte Matrix; dann ist 

Im Folgenden sollen Matrizen T{Ä)y deren Grrad r beliebig ist, 
betrachtet werden, welche folgende Eigenschaften besitzen: 

1. Die r* Elemente der Matrix T{Ä) sind ganze rationale 
Funktionen der wi^ Variabelen a.^\ 

2. Geht die Matrix T(A) in T{B) oder T{0) über, wenn man 
a^j durch b^^ oder c.^ ersetzt, so soll die Gleichung 

T(Ä) T{B) = T{G) 

bestehen. 

Eine so beschaffene Matrix T{A) nenne ich eine aus A gebil- 
dete invariante Form oder Matrix oder auch kürzer eine inva- 
riante Form von A. Der Prozess der Bildung einer solchen Ma- 
trix soll eine invariante Operation genannt werden. 

Sind speziell sämtliche Elemente von T{A) homogene Funktionen 
w-ter Dimension der Variabelen a^j, so soll die Operation eine 
homogene und n die Ordnung derselben heissen. 

Es genügt, um einzusehen, dass solche invariante Operationen 
in der That existieren, T{Ä) gleich A oder gleich der Determi^ 
nante \A\ der Matrix A zn setzen. 

Ist T(A) eine invariante Form von A und P eine beliebige 
konstante Matrix desselben Grades, wie I[A)j deren Determinante 
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nicbt Null ist, so besitzt auch tlie Matrix P~^T(Ä)P die Eigen- 
schaften 1. and 2., ist also ebenfalls eine invariante Form von A. 
Zwei solche invariante Formen bezeichne ich als äquivalent. 
Zerfällt 1\A) in zwei Matrizen Tj^Ä) und T,(4), ist also 

TiA) = { 

SO sind, wie man unmittelbar sieht, auch T^{Ä) und T^{Ä) inva- 
riante Formen von Ä. Jede invariante Form, die einer zerfal- 
lenden äquivalent ist, soll eine zerlegbare oder reduktible Form 
heissen. Ist dann T(Ä) in die Formen T^(A) und T^(Ä) zerlegbar, 
so will ich sagen, T^{Ä)f resp. TJ^Ä) sei ein Teiler von T{A) oder 
in T{A) enthalten. Eine invariante Form, die keiner zerfallenden 
äquivalent ist, nenne ich eine irreduktible oder primitive Form. 

Die Bedeutung der invarianten Operationen besteht im Fol- 
genden : Es sei eine abstrakte (endliche oder unendliche) Gruppe, 
A, B, r , . . . ihre Elemente. Ordnet man dann dem Element A die 
Matrix Ä, dem Element B die Matrix B, u.s. w. derart zu, dass 
dem Element AB die Matrix AB entspricht, so sagt man, dass 
die Matrizen A^ B, C, . , . die Grruppe G darstellen ^). (Diese Dar- 
stellung soll eine eigentliche oder uneigentliche genannt werden, 
je nachdem die Determinanten der Matrizen A,B,C,... alle von 
Null verschieden sind oder nicht). Ist nun T(A) eine invariante 
Operation, und wendet man dieselbe auf die die Gruppe darstel- 
lenden Matrizen A,BjCf.., an, so erhält man in den Matrizen 

TiÄ), T(B), T{C), ... 

eine neue Darstellung der Gruppe G. 

Anders ausgedrückt heisst dies: die Matrizen T{A) bilden, 
wenn man für A alle Matrizen m-ten Grades einsetzt, eine Gruppe, 
die der allgemeinen homogenen linearen Gruppe in m Variabelen 
isomorph ist. 

In der vorliegenden Arbeit wird bewiesen, dass zwei inva- 
riante Formen T{A) und 2\(-4) dann und nur dann äquivalent 
sind, wenn ihre Spuren, d. h. die Summen der Glieder ihrer Haupt- 
diagonalen einander gleich sind. Die Anzahl der verschiedenen 
(nicht äquivalenten) primitiven homogenen Operationen w-ter Ord- 



1) VergL Frobenius: „üeber die Darstellung der endlichen Grappen durch 
lineare Substitutionen", Sitzungsberichte der Akademie der Wissenschaften zu 
Berlin, 1897, S. 994. 
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nung ist endlicli und zwar gleich der Anzahl % der Zerlegungen 
der ganzen Zahl n in höchstens m gleiche oder verschiedene po- 
sitive Summanden. Es werden auch die Grade und die Spuren der 
primitiven invarianten Formen bestimmt. 

Der Beweis dieser Sätze gelingt mir, indem ich zeige, dass 
aus jeder homogenen invarianten Operation w-ter Ordnung eine 
Darstellung der symmetrischen Gruppe w-ten Grades durch lineare 
Substitutionen hervorgeht, und dass umgekehrt jeder solchen Dar- 
stellung eine und nur eine invariante Operation entspricht, wenn 
man äquivalente Operationen als nicht verschieden ansieht. 

Die vollständige Bestimmung der invarianten Operationen T{A) 
war bisher, soweit mir die Litteratur bekannt ist, nur für die 
beiden folgenden Fälle geleistet worden: 

1. Ist T{Ä) vom Grade 1, also eine Funktion der Variabelen 
a,.j^, so muss T{A) einer Potenz der Determinante von A gleich sein ^). 

2. Sind die Elemente der Matrix T{Ä) homogene lineare 
Funktionen der a.^, und ist die Determinante \T{A)\ nicht identisch 
Null, so ist, wie Herr Frobenius^) bewiesen hat, T{A) einer Ma- 
trix der Form 

lA 



äquivalent. 



Abschnitt I. 



§. 1. Im Folgenden soll stets mit E^ die Einheitsmatrix, mit 
Nj^ die Nullmatrix des Grades k bezeichnet werden. 

Es sei T{A) eine beliebige aus der Matrix m-ten Grades A 
gebildete invariante Form, r der Grad von T{A). Wir setzen 
speziell A = xE^, wo x eine willkürliche Veränderliche bezeich- 
net. Dann ist jedes Element der Matrix T{xEJ eine ganze ra- 
tionale Funktion von x. Ist n der höchste vorkommende Grad 
dieser Funktionen, so lässt sich T{xEJ in der Form 



1) Vergl. Hurwitz, „Zur Invariantentheorie", Math. Ann. Bd. 45, S. 381—404, 

§ 5. 

2) „üeber die DarsteUung der endlichen Gruppen durch lineare Substitu- 
tionen II". Sitzungsberichte, 1899, S. 482. 
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T(xE,) «= afC;, + ar-»0, + a^0, + ••• + «0^, + 0, 



schreiben, wo C^, G^, C„ • - • gewisse konstante Matrizen bedeuten. 
Wenn y eine von x verschiedene Veränderliche ist, so ergeben 
sich aas der Gleichong 

T(xEJ l\yEJ = T{xE^.yEJ = TixyEJ^ 

folgende Beziehungen zwischen den Matrizen C„ C^, C„ . . . C. : 

(1) Cl = 0^, C^C, = (/t,i; = 0,1,... ♦»,/» + v). 

Grehen wir von der Matrix Co ans, for welche die Gleichung 
OJ = Og besteht, so lässt sich nach bekannten Sätzen über lineare 
Substitutionen eine Matrix P von nicht verschwindender Deter- 
minante derart bestimmen, dass 



fl 



P-'C.P = 















= (^•-.Ä'r-rJ 



wird, wo i-Q dem Range der Matrix C^ gleich ist. 
p-'^C^P = Cy, so folgt aus den Gleichungen 



Setze ich 



dass die Matrizen CJ, C,, ... Gl die Form ("^foDj haben , wo 

D^,D^,...D^ Matrizen r— r^'ten Grades sind, für welche die 
Gleichungen 

D; = D,, D^D, = {ii,v = 1,2, ... w,ft + v) 
bestehen. Also lässt sich eine Matrix Q angeben, so dass 



Qr^JD, Q = (^r.j^^_^^^^ ) 



wird, wo r^ eine gewisse nicht negative ganze Zahl bedeutet. 
Setze ich jetzt 

und bezeichne die Matrizen P^^CIP^ mit C!J, so wird 



- - 

C: = (^'%,jr)i)' («' = 2,8,...») 
WO die Matrizen Dl den Gleichungen 

genügen. Indem wir in derselben Weise weiter schliessen, sehen 
wir leicht ein, dass man eine Matrix M von nicht verschwinden- 
der Determinante bestimmen kann, so dass 



(x*E, 



M'' T(xEJM = 






xEr, 



-*JE 



u 



N. 



wird , wo r^j r^, ... r^ und 5 gewisse nicht negative ganze Zahlen 
sind, deren Summe gleich r ist. 

Setze ich nun M''^T{Ä)M = T{Ä)^ so kann ich aus den 
Gleichungen 

(2) T{xA) = T{xE^T{Ä) = T{Ä)r{xE^ 

schliessen, dass T\Ä) in n + 2 Matrizen zerfällt, dass also 

{TU) 



nA) = 



TU-^) . 



' TIA) 



TIA) 



8{A)\ 



/.. 



wird, wobei Tx{xE^ = x^Er^_j^ und S{xEJ = ^^ = zu set^ön / 
ist. Dies ist leicht direkt einzusehen; es ergiebt sich auch aus' 
folgendem allgemeinen Satze des Herrn A. Voss ^) : 

;,Ist Ä eine Matrix, welche in die Teilmatrizen Ä^, Ä^j.. . A^ 
zerfallt, und besitzen je zwei der charakteristischen Gleichungen 
der Matrizen J.„ -4„ . . . A^ keine Wurzel gemeinsam, so muss jede 
mit A vertauschbare Matrix B in derselben Weise, wie -ä, zer- 
fallen, d. h. es ist 



B = 



f^; 



». 



B 



V 



WO B von demselben Gr^de ist wie A^ 

In der That ist in unserem FaUe T{A) mijb T{xE^ ver- 



1) Sitzungsberichte der math.-pliysik. Klasse der Akademie der Wissen- 
schaften zu München, Bd. XIX (1889), S. 283. 
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tauscbbar, and es besitzen die charakteristischen Gleichungen der 
Matrizen (xTE ^ (X^^E , ... xE^ , E ^ N, keine Wurzel ge- 

'0 '1 'n— 1 'n 

meinsam. 

Aus den Grieichungen (2) erhalten wir 

T^iccÄ) = x'T{Ä), S(Ä) = S(EJS(Ä) = 0; 

die erste dieser Gleichungen lehrt uns, dass die Elemente der 
Matrix T^{Ä) ganze homogene Funktionen v-ter Dimension der m* 
Grössen ei^^ sind, d. h. dass Ty(Ä) eine homogene invariante Form 
i/-ter Ordnung ist. Da ferner T^{EJ = ^,„_^ ist, so sehen wir, 
dass die Determinante von Ty{Ä) nicht identisch verschwindet. 
Wir erhalten daher den Satz: 

I. „Jede invariante Form T(Ä) ist zerlegbar in homogene inva- 
riante Formen von nicht identisch verschwindender Determi- 
nante und eine Nullmatrix, die natürlich nur dann auftritt, 
wenn die Determinante von T{Ä) identisch Null ist". 

Ich werde daher im Folgenden nur homogene invariante For- 
men von nicht verschwindender Determinante betrachten. Für 
diese ist T(EJ eine Einheitsmatrix und wegen ÄÄ~^ = E^ 

(3) T(Ä-^) = [T(A)]-\ 

Mithin ist die Determinante von T(Ä) stets dann von Null 
verschieden, wenn die Determinante der Matrix Ä nicht ver- 
schwindet. 

§ 2. Es möge nun Ä eine sogenannte Diagonalmatrix sein, 
d. h. nur in der Hauptdiagonale nicht verschwindende Elemente 
enthalten, und es sei 

A = X=l ^« . . 



• 



x^ 



wo a?!, x^j ... x^ unabhängige Veränderliche bedeuten. Dann lässt 
sich T{X) in der Form 

schreiben, wo die Summation über alle nicht negativen ganzen 

Zahlen a^, a„ . . . «^ zu erstrecken ist, für die a^ + a^-\ ha« gleich 

ist der Ordnung n von T(Ä), und 0^ ^ ^^ gewisse konstante 

Matrizen bedeuten. Geht X in F über , wenn ich die Variabelen 
x^ durch andere Variabele y^ ersetze, so erhalte ich aus der 
Gleichung 
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T(X)T{Y) = T{XY) = ^c«^, «....«. (^.yO«'(«.y^«»...(a;.y.r- 

die Relationen 

wo /3i, ft, . . . jS^ eine von «j, a„ ... a^ verschiedene Indicesreihe be- 
deuten. In genau analoger Weise, wie auf S. 9, schliessen wir, 
dass es eine Matrix M von nicht verschwindender Determinante 
giebt von der Beschaffenheit, dass die Matrix M"^ T{X) M in der 
Form einer Diagonalmatrix erscheint, die in der Hauptdiagonale 

nur Potenzprodukte äJj"» x^'^ . . . a?^" n-ter Dimension enthält. 

Es seien nun ojj, ojg, . . . ©^ die Wurzeln der charakteristischen 
Grleichung^) der Matrix A. Dann lässt sich bekanntlich, da die 
Elemente von Ä Variabele und daher o^f aij, . . . co^ untereinander 
verschieden sind, eine Matrix P von nicht verschwindender Deter- 
minante angeben, welche der Bedingung 



(4) 



0», 



P-'ÄP = "»J . 



= a 



o. 



genügt. Wendet man auf diese Grleichnng die invariante Ope- 
ration M~^T{Ä)M = Ti(Ä) an, so erhält man vermöge der For- 
mel (3) 

(5) [T,(P)r T,{Ä)[T,iP)] = T,(il). 

Da nun T^{£1) eine Diagonalmatrix ist, so folgt hieraus leicht, 
dass die charakteristischen Wurzeln von T^ {Ä) oder, was dasselbe 
ist, von T{Ä) alle die Form 

(6) <tai«« ... <o/- K + «« + -• + a« = ^) 

besitzen. 

Ich setze nun 

\xE^—Ä\ = a?*— c^a;*"* + c^oiT^— ... ± c« 

und bezeichne die Matrix 

1 

10 



* • . . . 



1 







1) Dafür sage ich auch kürzer : o»,, a>„ . . . m.. sind die charakteristischen 
Warzeln der Matrix. 
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mit Ä'f dflan ist 

Daber lässt sich auch eine Matrix Q von nicht verschwindender 
Determinante bestimmen, welche die Gleichung 

befriedigt. Alsdann ist auch [T(Q)]-' T(Ä)[T(Q)] = T(X); dem- 
nach ist die Spur der Matrix T{Ä) gleich der Spur der Matrix 

T(Ä) und folglich eine ganze rationale Funktion der Koeffizienten 
e^j c„ ...c^. Daraus folgt leicht: 

n. „Ist Ä eine beliebige Matrix m-ten (xrades, sind (o^, lo,, . . . m^ 
die charakteristischen Wurzeln von A und ist T{Ä) eine in- 
variante Form r-ten G-rades und n-ter Ordnung, so sind die 
r charakteristischen Wurzeln von T(Ä) Produkte von je n der 
Wurzeln Oj, ci„ ... lo., und die Gesamtheit dieser r Pro- 
dukte ändert sich nicht, wenn man die oi^ beliebig unterein- 
ander vertauscht^. 

Es gehört also zu jeder invarianten Operation T(A) eine ge- 
wisse homogene symmetrische Funktion der charakteristischen 
Wurzeln (o^, cDj, ... o^ von A, nämlich die Spur der Matrix T{A)j 
als Funktion der cd dargestellt, oder was dasselbe ist, die Spur 
der Matrix T(ß). 

Diese symmetrische Funktion will ich die Charakteristik * 
der Operation T{A) nennen. 

Offenbar bleibt * ungeändert, wenn T(A) durch eine äqui- 
valente Operation ersetzt wird. 

Aus dem Satze 11 ergiebt sich als Korollar: 

III. ;,Die Determinante der Matrix T{A) ist gleich der — ten 

Potenz der Determinante m"*). 
Es ist nämlich 

\A\ = d^a), ...a>^; 

ebenso ist |r(il)| gleich dem Produkte der r Grossen (6). Da 
dieses Produkt eine symmetrische Funktion von oi^, cd,, ... (o^ ist, 
so ergiebt sich 



1) Vgl. Frobenias, Theorie der linearen v Formen mit ganzen Koeffizienten, 
Grelle's Journal, Bd. 86, S. 146. 

2) J. Demyts, Bulletins de l'Acad. des Sciences de Belgiqne, Sdrie 3, T. 32 
(1896), S.^ 433. 
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WO e eine ganze Zahl bedeutet. Setze ich nun 

(D^ SS CD, = .. . = ID. = <a, 

SO wird cDjia, .. w. = w* und w?^a?« .... fi>SE* = »**, also ©^ 
=5= CD****. Folglich ist e == — und, wie zu beweisen war, 

nr 

Dieser Satz ergiebt sich auch leicht aus dem auf S. 7 zitier- 
ten Satz 1.; denn offenbar kann die Determinante \T{Ä)\ selbst als 
eine invariante Form von Ä aufgefasst werden. 

Eine Matrix P, welche der Gleichung (4) genügt, lässt sich 
istets dann bestimmen, wenn die Elementarteiler der Matrix Ä alle 
Knear sind^. Dann folgt aber aus der sich aus (4) ergebenden 
Gleichung (B): 

IV. „Ist A eine Matrix, deren Elementar teuer alle linear sind, 
und ist T{Ä) eine invariante Operation, so besitzt auch die 
Matrix T{J) lauter lineare Elementarteiler". 



Abschnitt U. 

§ 3. Um ein Hülfsmittel zur Bildung invarknter Formen zu 
erhalten, ist es vorteilhaft, an Stelle der Matrizen die ihnen ent- 
sprechenden linearen Substitutionen in Betracht zu ziehen. 

Es seien 

und 

(o) {X) = [X^j Ä?,, . . . Xj), (X) = {X^yX^, . . . X^j .... 

zwei Reihen von beliebig vielen Variabelensystemen, die unter- 
einander durch die Gleichungen 

(Ä) y« = -Sa^^W, {l,x = 1,2, ... m, v = 1,2,...) 



IX X 



wo die m^ Grössen ä^^ als un€Ö)häi^gige VeränderBche zu be- 
trachten sind, verbunden sein mögen. JFemer seien 



1) VergL Math, Tleode^ d^ El^ujoientarteiter, Leipzig, 16&9, 
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(9) 9i{y), 9%{y)i ••• 9>r(y) 

r ganze homogene Funktionen gleicher Dimension der Variabelen 
(7), welche die Eigenschaft besitzen, sich vermöge der Gleichungen 
(-4) als lineare homogene Funktionen 

(I) q>^{y) = SA^^q>^{x) (9, (J = 1, 2, . . . r] 

der aus den Variabelen (8) entsprechend gebildeten Funktionen 
9>i(ic), 9a(^)j ••• 9r(^) darstellen zu lassen; und zwar sollen die 
r^ Grössen A^ ganze rationale Funktionen der w? Variabelen a^^ 
sein. Ein solches System {tp) nenne ich nach dein Vorgange des 
Herrn Deruyts *) ein transformables System und sage, das System 

gehöre zu der linearen Substitution {Ä). 

Es können zu (J.) unendlich viele transformable Systeme ge- 
hören: sind 9>^(y) und V'^Cy) zwei solche, so gehört auch das Sy- 
stem Cj fp^ {y) + c, ilf^ (y), wo c^ und c, beliebige Konstanten sind, zu 

der linearen Substitution (]l). 

Unter den r Funktionen q>Ay) können gewisse lineare Rela- 
tionen bestehen. Lässt sich aber ein zu {A) gehörendes trans- 
formables System angeben, dessen Funktionen untereinander linear 
unabhängig sind"), so schliesst man leicht, dass die lineare Sub- 
stitution {A) alsdann eine invariante Operation T,{A) definiert. 
Ausserdem muss oflPenbar in diesem Falle die Determinante \A^^\ 
nicht identisch Null sein. 

§ 4. Umgekehrt sei T {A) = {A^^ eine beliebige aus A = (a^ J 
gebildete invariante Form. Bezeichnet man die Matrizen 



/ -.« «.« 



^1^1....^; 



(«)\ 



* -.« 



VtV 



• • • * 



yf 



J ^ u 



^n^Vm •*•• Vm ^ 



/ - / — « 



und 



•H/j tVj . • • ivj 



X«i) 



.11 



(m) 



Xa M/j • • • M/| 



x' x" x^"^ 

ot9 119 119 



mit r, resp. mit X, so lassen sich die Gleichungen 

yT = -^^.H^x' (^» ^, f* = 1, 2, ... m) 

in die Formel 

(9) Y^ AX 

zusammenfassen; und daraus folgt: T{Y) = T{A) T(X). 



1) Bulletins de TAcad. des Sciences de Belgiqae, Sdrie 3, T, 82 (1896), 
S. 82. 

2) Ein solches System will ich ein independentes nennen. 
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Ersetzt man daher in den r Elementen irgend einer Kolonne 
der Matrix T{A) die Veränderlichen a^^ durch y[*\ so erhält man 
ein transformables System von r Funktionen, das zu der linearen 
Substitution (Ä^^) gehört. 

Aus (9) ergiebt sich auch, wenn A' {X\ T) die zu Ä (X, Y) kon- 
jugierte Matrix bedeutet, Y' = X'A', und also T{r) = T(X') T{A'). 
Folglich erhält man auch, indem man in den r Elementen einer 
der Zeilen von T{A) für a^^ die Veränderlichen y^^^ substituiert, 
ein transformables System. Dasselbe gehört aber nicht mehr zu 
der linearen Substitution T(J.), sondern zu der zu T{A') konju- 
gierten linearen Substitution ^(A') = T{A). 

Man überzeugt sich leicht, dass auch T(A) eine invariante 
Form von A ist. 

Die so erhaltenen zu T(A), resp. zu T(A) gehörenden 
transformablen Systeme können sich aUe aus linear abhängigen 
Funktionen zusammensetzen. Wir wollen zeigen, dass man, wenn 
die Determinante |T(-4)| nicht identisch verschwindet, auch ein 
independentes System angeben kann, das zu T(J.), resp. zu 
T(^) gehört. 

Zu diesem Zwecke ersetze ich in der ersten Kolonne der 
Matrix T(Ä) die Grössen a^^ durch die Variabelen y^^\ in der 
zweiten Kolonne durch eine andere Reihe von Variabelen yj"'*"*\ in 
der dritten durch y^i''^^^ u. s. w. 

Auf diese Weise erhalte ich r Systeme von je r Funktionen 

Vigiy), 9>29(y)» • • • 9rQ(lf)j (9 = 1, 2, ... r) 

von denen jedes ein zu T(A) gehörendes transformables System 
bildet, wobei jedoch je zwei derselben von verschiedenen Varia- 
belen abhängen. Setze ich nun 

VM = 9>pi(j/) + Vc^iy) + • • . + 9>(rr(y)» ((^ = 1, 2, .. . r) 

so bilden offenbar auch 9)1 (y), q>%{y)j . . . vXv) ^^ ^^ ^(-^) ge- 
hörendes transformables System. Es ist aber leicht zu sehen, 
dass diese r Funktionen untereinander linear unabhängig sind, 
wenn | T{A) \ ^ ist. Denn würde eine Gleichung der Form 

Pi9i(y) + <^292(y) + . • • + CfVriy) = o 

bestehen, wo c^, c„ . • . c^ in Bezug auf die y konstante Grössen 
bedeuten, so würde man leicht schliessen, dass die Gleichungen 

für alle Werte der y erfüllt sein müssten. 
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Man konnte also wieder y[*\ Vit • • • durcli a^^ ersetzen, 
ohne dass diese G-leichongen zu gelten aufhören; es wird aber 
dann qp^^Cy) = A^^^ und da \A^^\ ^ ist, muss c, = c, = . . 
= c^ = sein; daher sind die Funktionen (p^{y)^ 9%{y)i • • • in 
der That linear unabhängig. 

In genau analoger Weise bildet man auch ein zu T(Ä) = TiA!) 
gehörendes independentes System. 

§ 5. Besonders zu beachten sind die beiden folgenden trans- 
formablen Systeme. 

1. Man büde, wenn ein Yariabelensystem (tf^j y„ *•• yj ge- 
geben ist, die sämtlichen ("^~*) = r Produkte 

(10) y^y^..-y:f« 

von je n der Variabelen y^j y„ . . . y«. Diese r Produkte bilden 
offenbar ein independentes transformables System. Die zugehö- 
rige lineare Substitution (A) nenne ich nach dem Vorgange des 
Herrn Hurwitz ^) die w-te Potenztransformation der Substitution 
(A) und bezeichne sie mit P^A. Um die der linearen Substitutioi^ 
F^A entsprechende Matrix genauer zu fixieren, müssen wiap für 
die Produkte (10) eine bestimmte Reihenfolge festsetzen; und zwar 

soll das Produkt yf ^^ yf« ... ^» vor dem Produkt yf « yf * . . . y^* 
stehen, wenn die erste nicht verschwindende der Differenzen 
«1 — ft, «2 — A, ... a« — ß^ positiv ist. Dies ist die von Gräuss in 
der Theorie der symmetrischen Funktionen eingeführte sogenannte 
lexikographische Anordnung. Bezeichnen wir die Produkte (10) 
in dieser Reihenfolge mit r^, Y,, ... Z, und die aus den Varia- 
belen x^, x^f ... x^ entsprechend gebildeten mit X^, 2^, . . . Jt,, 
so können wir schreiben 

(Xii ^« • • • ^r) = P»A (Xj, 3^, . . . X,). 

Werden die Variabelen Y^, T„ ... T^ und X^, X|, ... X, in 
einer anderen Reihenfolge genommen, so kommt dies einer Aehn- 
lichkeitstransformation der Matrix P^A gleich. Um diese Trans- 
formation zu bewerkstelligen, hat man die Zeüen der Matrix in 
gewisser Weise untereinander zu vertauschen und die nämliche 
Permutation auch in den Spalten der Matrix auszuführen. Eine 
solche Aehnlichkeitstransformation einer Matrix soU im Folgenden 
stets als eine elementare Transformation bezeichnet werden« 



1) Hnrwitz, loc. cü 
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Setzt man speziell 



(*« = 1, *.x = 0, « + 



so wird 



U, Um 

Vi vT 



Vm 



«1 «r 



• • • iDam * fl/i fl/Q • • » x, 



'm 



2 






Daraus folgt nach § 2 , dass man , wenn aij , cd, , ... m^ die 
charakteristischen Wurzeln der Matrix Ä sind, die charakteristi- 
schen Wurzeln der w-ten Potenztransformation P^Ä erhält, indem 
man die sämtlichen ("*'^"*) Produkte von je n der Grössen 
Oj, Ol,, ... (o^ bildet ^). 

Die Determinante der Matrix P^Ä ist, da hier 

^/w + n — 1\ /n + m — 1\ 

m\ n I \ m / 

ist, gleich |-4| " . Dieser Determinantensatz ist zuerst von 
Herrn G. v. Escherich*) allgemein bewiesen worden. 

Die Charakteristik der invarianten Form P^A wird erhalten, 
indem man die Summe aller ("^"~*) Produkte 



nr 
m 



Cfj ^Cfj 



O]^ Og . . • C9, 



m 



(«i+ÄjH f-a, = w) 

bildet. Diese symmetrische Punktion wird gewöhnlich die n-te 
Wronski'sche Funktion Aleph genannt'). Ich werde sie im Fol- 
genden stets mit p^ = p^ (©i, cö„ . . . c» J bezeichnen. 

2. Ein zweites (independentes) transformables System erhält 
man , wenn n {n <m) Variabelensysteme (7) betrachtet werden, 
indem man die (l^*) Determinanten 



H> *«>••• *i 



».»h 

»s»; 






y. 

y 



(») 

h 

(») 



• • 



y 



(») 



1) Franklin , Amer. Jonmal XVI , S. 205. Dieser Saz findet sich für den 
Fall w = 2 , w = 2 schon bei Cayley, Grelle Bd. 50, S. 288. 

2) „üeber einige Determinanten", Monatshefte für Math, und Physik, Bd. 3 
(1892), S. 68. — Vergl. auch Hurwitz, loc. cit., sowie W. Anissimoff, Math. Ann. 
Bd. 51, S. 388. — E. Pascal, „Die Determinanten«, Leipzig 1900, bezeichnet diesen 
als den Scholz'schen Determinantensatz. 

8) Vergl. K. Th. Vahlen , Encyclopädie der math. Wissenschaften , Leipzig 
1899, Bd. I, S. 465. 

2 
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bildet, wo die Indices t^, t„ ... t^ die Zahlen 1, 2, ... m durch- 
laufen und tj -< tj -<...<: t, sein soll. Die zugehörige lineare 
Substitution nenne ich, wie Herr Hurwitz loc. cit. , die w-te De- 
terminantentransformation der linearen Substitution (Ä) und be- 
zeichne sie mit G^Ä^). Wir wollen hierbei festsetzen, dass die 
Determinanten Ti^, t„ . . . t, in der Weise angeordnet werden, dass 
rix, 4,, • • • *• vor Fxi, H„ . . . x^ stehen soll, wenn die erste nicht ver- 
schwindende der Differenzen i^ — x^, t, — Xj, . . . i^ — x„ negativ ist. 

Als Elemente der Matrix G^Ä treten die ( | Unterdeterminanten 

n-ten Grades der Matrix Ä = (a^ J auf. Die charakteristischen 
Wurzeln der Matrix C^Ä erhält man, wie man sich leicht über- 
zeugt, indem man die (*) Produkte von je n verschiedenen der 
charakteristischen Wurzeln m^, co„ . . . co^ der Matrix Ä bildet ^). 
Die Charakteristik der invarianten Operation C^Ä ist daher die 
n-te elementarsymmetrische Funktion c^ der m Grössen ai„ ©j, ... o^. 
§ 6. Es seien uns jetzt zwei lineare Substitutionen 

(Ä) X, = 2]a,^x'^ (t, X = 1, 2, . . . m) 

(-B) yx = ^\y'y^ (A, ft = 1, 2, . . . n) 

der Grade m und n gegeben. Die mn Produkte x^^yx stellen 
sich offenbar als lineare homogene Funktionen der mn Produkte 
KVx ^^' I^i® ^^f diese Weise entstehende lineare Substitution 
nennt Herr Hurwitz loc. cit. die Produkttransformation von A 
und B und bezeichnet sie mit AxB. Ordnet man die Pro- 
dukte x^ y^ und in entsprechender Weise die Produkte x' y'^ derart 

an, dass x^ y^ vor x y, stehen soll , falls die erste nicht ver- 
schwindende der Differenzen t — t^, k — X^ negativ ist, so hat die 
zu der linearen Substitution AxB gehörende Matrix die Gestalt 



(11) 



a,iB -OnB . . . a^B 



... 



wo a^^ B die Matrix a^^ (bi^) bedeutet. Diese Matrix (11) soll 
stets unter dem Zeichen AxB verstanden werden. 



1) Ist n^-nif so hat man C^A = zn setzen. 

2) G. Rados, Math. Ann. Bd. 48, S. 417; W. H. Metzler, Amer. Journal XVI 
(1894), S. 131. 
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Werden die Substitutionen (Ä) und (B) untereinander ver- 
tauscht, so kommt dies einer Vertauschung der Produkte x y. 

und X y\ gleich. Daher geht die Matrix ÄxB in die Matrix 

BxA durch eine elementare Transformation über. 

Bildet man in derselben Weise aus zwei anderen Substitu- 
tionen Ä^ und Bi die Matrix Ä^xB^, so beweist man leicht die 
Gleichung 

(12) (AxB) (Ax-Bi) = ÄÄ,xBB,. 

Ist speziell Ä = E^j B = E^, so wird E^xE^ = E^] daher 
ist, wenn | Ä \ und | B \ von Null verschieden sind, 

(13) (A X By = {Ä" X B-'). 

Mit Hülfe dieser Gleichung beweist man leicht: 

V. „Sind «1, a„ ... «., resp. ß^j /J„ ... ß^ die charakteristischen 
Wurzeln der Matrizen A und B, so sind die charakteristischen 
Wurzeln der Matrix -4 x jB die mw Produkte a ß. "*). 

In analoger Weise definiert man für beliebig viele Matrizen -4, 
B, Cj .. . die Produkttransformation Ax.Bx.Gx. ... und 
beweist, wenn A^j B^j Cj, ... Matrizen derselben Grade sind, 
wie A, jB, C, ..., die Gleichung 

{AxBxGx...)(A,xB,xG,X"') = AA^xBB^xCC,X'"% 

§ 7. Sind nun 2;(-4), T,(J.), Tj,{A), ... eine Reihe von in- 
varianten Formen, so ist auch die Produkttransformation 

T(A) = T,(^)xr,(^)xT,(^)x ... 

eine invariante Foim von A. In der That ist, wenn jB eine zweite 
Matrix desselben Grades wie A bedeutet, nach (12) 

T{A) T{B) = T,(A) T,{B)x T,{A) T,{B)x ... 

= T,(^B)xT,(-4-B)x-.- = T{AB). 

Ferner folgt aus dem oben Gesagten, dass wir eine zu T(A) 
äquivalente Operation erhalten, wenn wir bei der Bildung von 
T{A) die Reihenfolge der Operationen T^{A), T,(J.), T^(A), ... 

1) Franklin loc. cit. Vergl. auch Frobenius: „Ueber die Composition der 
Charaktere einer Gruppe", Sitzungsberichte, 1899, S. 880. 

2) Die Transformationen A x B und C^A sind in neuerer Zeit von Herrn 
Cyp. Stephanos in seiner Abhandlung : „Sur une extension du caicul des substi- 
tutions lin^aires", Liouvifle's Journal, Särie ö, T. 6 (1900), S. 73, in eingehender 
Weise untersucht worden. 
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beliebig ändern. — Bezeichnen wir die Charakteristik von T^{Ä) 
mit O^, so folgt aus dem Satze V., dass die Charakteristik von 
T{Ä) gleich ist dem Produkte O^O^^^ . . . 
Besonders zu beachten ist der Fall 

TM) = TM) = TM) = -4. 

Dann wird T{Ä) = AxÄx "- XÄ] wird Ä genau n Mal genom- 
men, so will ich diese Operation mit 11^ Ä bezeichnen. 

Eine andere Reihe von invarianten Operationen erhalten wir 
aus den Operationen Ü^Ä und P^Ä, indem wir dieselben beliebig 
oft wiederholen; so entstehen die Operationen 

C,{C^Ä), C,{P^A), P,(P,Ä), U.S.W. 

Ich werde aber im Folgenden nur von der ersten Bildungsweise 
Gebrauch machen. 



Abschnitt m. 

§ 8. Jede homogene invariante Matrix w-ter Ordnung T{Ä) 
lässt sich in der Form 



(14) T(^) = S 



Xj Xj . . . X^ ^ 



A^s ... Aj ^*'^ ^«^ *^- 



'rt"* 



schreiben, wo das Zeichen / 3^ / eine konstante Matrix be- 



deutet und 



(15) 



tTv^ Xa • • • 7v 



Xj 9va • t • 



X. 



1 1 



_A« Aj • • • A_^ 

ZU setzen ist, wenn die beiden Produkte 






I 



sich nur durch die Reihenfolge der Faktoren von einander unter- 
scheiden. Die Summe ist über alle verschiedenen Produkte von 
je n der m* Variabelen a^ zu erstrecken. Die Anzahl ihrer Glie- 

'x X • X 1 

der oder die Anzahl der Matrizen j^' \" ist demnacA gleich 

_A- Aa • • » "n J 

\ n )' 

Wie wir in § 2 gesehen haben, lässt sich T{Ä) so transfor- 
mieren, dass jeder Diagonabnatrix 
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Ä = X=(,x^ d^) (*«, = 1, *^ = 0, X + A) 

wieder eine Diagonalmatrix T{X) entspricht. Durch eine elemen- 
tare Transformation der Matrix T(A) können wir erreichen, 
dass die iq der Hauptdiagonale von T{X) stehenden Produkte 

x^ x^ ... xj^"^ nach dem Gauss'schen lexikographischen Prinzip 
angeordnet erscheiuen, d. h. dass das Produkt oc^ x^ ... x^ in 

einer früheren Zeüe zu stehen kommt, als das Produkt a;/a?, ' . . . a;^", 
falls die erste nicht verschwindende der Differenzen n^—n[, w,— w,, . . . 
positiv ist. Alsdann werden die gleichen unter diesen Produkten 
hintereinander stehen. 

Es möge nun die Charakteristik der Operation T{Ä) gleich 
sein 

Dann wird das Produkt xft x'^ ... x^^ in der Hauptdiagonale von 
T(X) genau r^^^^ ^^Mal auftreten, wobei diese Zahlen auch 

Null sein können. 

Ich bezeichne jede Zeile der Matrix T(Ä), welche, wenn 

A =i X wird, in der Hauptdiagonale das Griied x^ x^ ... a?^* ent- 
hält, mit \,n,,...n^^ die entsprechenden Spalten mit S^n„n„...w«. 
Dann möge die (rechteckige) Teilmatrix von T(Ä), in der sich die 
^n„n„...n^ Zeüen ^n„n„...n^ ^i* den r^;,ns,...< Spalten S^i,ni,...< 

schneiden, mit ]il^y''^^"'^T bezeichnet werden. 

Aus den Gleichungen 

^^ = Kl) K *hx) = («xZ ^x), 

XÄ = (x^d^) (a^x) = (^x^Kl) («»^ = 1,2, ... m) 

erhalten wir 

T{A) T{X) = T[{a^ x^)] , 

Ist daher 
t = 2;C^'!"■■■ *" «IHK «'S«.---«».!: (*"^» = 1>2, ...«,) 

A|, A|, ... Atfi 

ein Element der Matrix T{Ä), welches der Teilmatrix lif^^y'" > 

n^, n„ . . . w^ 
angehört , so können in t nur solche Produkte «^ i »,*- 1 . . . a i 
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mit nicht verschwindenden Koeffizienten versehen sein, unter deren 
Indices x genau n^ gleich 1, n, gleich 2, ... n^ gleich m, und 
unter deren Indices X genau n[ gleich 1, wj gleich 2, . . . n||, gleich 
m sind. 

M, 0, ... 

Speziell ist z. B. jedes Element der Teilmatrix M ^ 

gleich ca\^^ wo c eine Konstante ist, die nur in der Hauptdiagonale 
von Null verschieden (gleich + 1) sein kann. 

Zugleich folgt hieraus, dass, wenn die Indices k und X den 

[*» «# tut ' 

, - X* hezeichnete 

Matrix nur in dem der Teilmatrix Jf ,, , , entsprechenden 

Eechteck nicht verschwindende Elemente enthalten kann. Diese 
kleinere, ^^,«,1,.^» Zeilen und ^n',ni,...»;^ Spalten enthaltende Ma- 

* bezeichnen. Ist A = x , so wird 
dann 

wo JEr^, wie stets, die Einheitsmatrix des Grades X bedeutet. 

Die hier betrachtete Form einer invarianten Matrix T{Ä) will 
ich die kanonische nennen. Aus dem Gesagten folgt, dass jede 
invariante Matrix einer in kanonischer Form erscheinenden äqui- 
valent ist. 

§ 9. Es sei nunmehr B = [h^i) eine zweite Matrix m-ten 
Grades, deren Elemente b^i unabhängige Variabele sind, und es 
möge wieder 

AB=C = (ej 

gesetzt werden. Die G-leichnng T(Ä) T^B) = T(ÄB) ist dann 
identisch mit der G-leichnng 

2 r*t *.•••«.! Kv,...v.l h ?, h 



M \x.l[...x\''*tii''*th-"''Kl 



%? JI;!; ;;: Ij "">'" ^'^'^' """^ ^'*' ^ •••"«•"•*''-*• • 

Indem wir die Matrizen, welche als Koeffizienten gleicher Produkte 
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auf beiden Seiten dieser Gleichung auftreten, einander gleich- 
setzen, ersehen wir, dass jedes der Matrizenprodukte 






einer Summe von Matrizen 

<" [;:;:::.;:] 

gleich ist; hierbei wird die Matrix (J) in der erwähnten Summe 
so oft auftreten , als der Koeffizient des Gliedes (a) in der Ent- 
wickelung des Produktes 

angiebt. Offenbar kann derselbe nur dann von Null verschieden sein, 
wenn die Gesamtheit der Indices («i? «a' • • • ^n) ^^^ O'i'/'ar*'^») 
mit der Gesamtheit der Indices (xj, x„ . . . xj, resp. (A„ A,, • . . AJ 
übereinstimmt. 

Ist dies der Fall, so können wir auf Grund der Gleichung 
(16) schreiben 

L^tA-^J u;Ai...A:J' 

wo AJ, Aj, . . . A^ eine Permutation der Indices A^, Aj, ... A, bedeuten. 

j Relationen zwischen den Ma- 
trizen / / '" / von der Gestalt 

(V\ k^«--'^«! K^» ••'^•1 — V r ^""^'^^ [»1^2 •••«•! 
^ ^ kft,...ftj La,a, ... aJ ^ "^ w,(r) La;a; ... aJ' 

wo die Summation über alle Permutationen der n Indices A^, l^)**.^^ 
zu erstrecken ist, für welche die Produkte 



verschiedene Werte annehmen, und u ' den Koeffizienten von 

^*i f*i % f*, • • • «X» f*„ *i^i ^1 *^, ^ • • • '^^n K "^ *®^ Entwickelung des Pro- 
duktes (ß) bedeutet. 
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Ich will jetzt untersuchen, welche unter den Koeffizienten 
C, /, ,, von Null verschieden sind. 

Zufolge der Gleichung (15) kann ich durch Vertauschung der 
Indicespaare (x, fi), resp. (v, A) erreichen, dass 

f*, ^ ft ^ . . . ^ f*n, Vj < V, < . . . < V» 

wird. Jedes Glied in der Entwickelung von (d) hat die Form 

^x. D, *D, V ^nuo ^o V "* ^^o ^o V' Soll daher C * ,, nicht Null 

sein, so muss die Gesamtheit der Indices ft mit der Gesamtheit 
der Indices v übereinstimmen. Ist demnach [ig nicht für alle 
Q = 1, 2, . . . n gleich v^ , so ergiebt sich 

(la.) f^*^^ '•• ^"1 f^^^» •••^"1 = 

Lf^ift, ... f*J UiA, ... AJ 

Ist dagegen ft^ = v^, so mögen »^ unter den Indices ft gleich 1 
w, gleich 2, . . . w^ gleich m sein. 



Dann geht (I.) über in 

...Ifl 1 ... 1 J a ... ^ 

[+«2' 



^""•^ll... 1 2 2 ...2 ...JUiV.Vni+i^>»i+2--^n,+nH 

__ ^ y^(«)> W r^l^2 • • • ^Wi^Wj -l-l^Wi+2 • • • ^Wi+n, • • •! 

(fi), (l') UiAg . . . ^n/wi+i^Wi+2 • • • ^niH-w, • • •■' 
WO C/' ,fi dem Koeffizienten des Gliedes 

in der Entwickelung des Produktes 

gleich ist. Ich behaupte, dass in (Ib.) nur diejenigen Matrizen 
[^) ^r " ^*1 oder, was dasselbe ist, nur diejenigen Produkte (d') in 
Betracht zu ziehen sind, für welche die Indices l[, Ag, ...A^^ eine 
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Permutation der Indices A, , A^ ... A^ repräsentieren, ebenso 
^w +1, ^n +2, • • • K +n ^^^ Permutation der Indices A^ ^^^ 
^fi^2) ••• ^n -^-ni ^. S. W. 

Es sei nämlich 

ein Glied in der Entwickelnng von (d'), das dem Produkte (a') 
gleich ist. Ich nehme an, es sei n^> und es seien unter den 
Indices x^ genau s gleich x^, etwa die Indices x„, xq, ... x^j 

dann muss offenbar mindestens einer der Indices v^^, va, ... v^ 

gleich 1 sein, da sonst der Faktor öt^i in (a") nicht vorkommen 

würde, Ist etwa v^ ein solcher Index, so setze ich in (ef) den 
Faktor c^ xt an die erste Stelle; dann ist in (o") i/^ = 1 zu 

setzen. Ebenso kann ich allgemein durch passende Umstellung der 
Faktoren des Produktes (d') erreichen, dass 

Vi = 1, 1/2 = 1,... v^^ = 1, v,^+i = 2, • . . V, .^^ = 2, . . . 

wird. Der Quotient der Produkte (a') und (a") ist aber dann 

• • • ^SlV 

= 1, 



*i li *i Xa • • • *il., *i>V>*'' V« ' ' ■ "S-H^ 



^ll' ^1 1' • • • ^ll' ^9l' . ^9l' • . • i«3' . • • • 

1 2 "l »1+1 ^^»1+2 •!+»» 

und daraus folgt die Richtigkeit unserer Behauptung. 

Umgekehrt enthält offenbar die Entwickelnng eines jeden 
Produktes (d'), dessen Indices X' der erwähnten Bedingung ge- 
nügen , ein Grlied von der Form (a') : die Koeffizienten C, / , ,^ 

in der Gleichung (Ib.) sind daher alle von Null verschieden. 

Ich bemerke, dass in der Gleichung (Ib.) die Matrizen 

[XX X 1 

^ *"* *, wenn T{A) in der kanonischen Form erscheint, durch 
"'l 9 * * * nJ 

[XX 9C 1 

/ -'"* / bezeichneten ersetzt werden können. 

§ 10. Die Bestimmung sämtlicher invarianten Operationen 
w-ter Ordnung erfordert scheinbar die Bestimmung sämtlicher 

'x X • • . X ' 

Matrizen i\' / , welche den Gleichungen (la.) und (Ib.) ge- 

nügen. 

Diese Aufgabe vereinfacht sich aber erheblich, wenn ich an- 
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nehme, dass n nicht grosser ist als der Grrad m der Matrix A, 
Es möge dann in (Ib.) sein 

^1 = ^2 = • • • **n = 1 > ^«+1 = »n-rt = ••• = »« = 0. 

Dann tritt auf der rechten Seite von (I b.) nur ein Glied auf, 
und zwar erhalten wir, wenn unter den Indicespaaren 

(»1, AJ , («2j Ag), ... («^, A^j 

g, gleich {k\ A') sind, g, gleich (x", A"), g, gleich (x'", A'"), u. s. w. , 
nach dem Polynomialsatz 

^^•^ LI 2 ...wj La.^....aJ ^^•^'•^»••••U,a,... aJ- 

Ist zweitens in (Ib.) 

Xj =: 1 , Xg == A , Xg = O , .... 

Aj = 1 , Ag = J , Ag = o , . . . , 
so werden alle Koeffizienten C ' gleich 1, und wir erhalten 



(in.) 



1 2 ... t»! Wi+l,...ni+W2, ...1 M 1 ... 1, 2 ... 2, ..."j 
.1 1 ... 1, 2 ... 2, ...J Li 2 ... w^^ %+!,... wi+»2?—J 

= S [ ■"■ ^ •••^i> %+l» — W1+W2, ... 1 
9 L9i92-9«j 9»,+i -9*1+»^ --1' 



wo Pj, Pg, ...p,j^ alle n^! Permutationen der »^ Ziffern l,2,...ni 

durchlaufen, ebenso ^.^^^ ,^^,... (>^^^ alle w 2! Permutationen der 

tJa Ziffern w^ + 1, «2 + 2, ... n^ + n^, u. s. w. 

Besonders zu beachten ist der Fall, dass in (11.) sowohl die 
Indices x^, x^, . . . x^, als auch die Indices l^f A^, . . . A^, abgesehen 

von der Beihenfolge, mit den Zahlen 1, 2, ...n übereinstimmen. 
Dann wird 

«1 == ?2 = Ss • • ' = 1> 
und die Gleichungen (IE.) besagen in diesem Fall nichts Anderes, 
als dass die n! Matrizen j *^ ®^® Darstellung der sym- 
metrischen Gruppe ®. des Grades n bilden, wobei die Matrix 
L - '" der Permutation (1 1 ' 1 ) der n Ziffern 1, 2, ... n 
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entspricht. Die so gewonnene Darstellung der Gruppe ©, wird 
im Allgemeinen eine uneigentliche sein (vergl. Einleitung), da die 

n 2... n 

Nehme ich aber an, dass T{Ä) auf die kanonische Form gebracht 
ist, so werden auch die Matrizen 



Determinanten der Matrizen 



im Allgemeinen Null sind« 



' ' " . die Gruppe @. dar- 
1 ^« • • • ^J 



"l "9 * • * **•& 



stellen, und diese Darstellung ist eine eigentliche, da ^ ^ " * 

eine Einheitsmatrix ist. 

Diese letztere Darstellung nenne ich die zu der invarianten 
Operation T{Ä) gehörende Darstellung der synmietrischen Gruppe 
w-ten Grades. Der Grad f derselben ist gleich dem Koeffizienten 
^1 1 ...1 0... ^^^ f^iPi ••• ^n ^ d®^ Charakteristik O von T{Ä). 

rl2. .wl 
Es kann nicht /*= sein, denn daraus würde man, da ^ ci' = 

L12...W 

wäre, vermittelst der Formel (II.) leicht schliessen, dass 

_A| Ata ••• A, 

für alle Indices x und A Null und also auch T{A) = ist. 

An Stelle der Zahlen 1, 2, ... n kann ich beliebige andere 
n von einander verschiedene der Zahlen 1, 2, ... m herausgreifen. 
Ich erhalte auf diese Weise (;;^) Darstellungen der Gruppe ®„. Wir 
werden aber bald sehen , dass diese (") Darstellungen der zuerst 
betrachteten äquivalent sind. 

§ 11. Ist 

n = Wj + Wa + Wg + ..., 

und bilde ich alle Fermutationen der n Ziffern 1, 2, . . . 9S, die nur 
die Ml ersten Ziffern untereinander vertauschen, ebenso nur die 
W2 folgenden, u. s. w. , so bilden diese Permutationen eine Unter- 
gruppe der symmetrischen Gruppe ®^. l)iese Untergruppe, deren 
Ordnung gleich n^l n^\ n^l .:. ist, will ich mit ©^ ^^^^ ^,,, bezeichnen. 

Bezeichne ich ferner die Smmne alle Matrizen 

LAj Aj . . . A^ 

welche den Permutationen der Gruppe @^^ w,, . . . entsprechen, mit 
^wi, %> •••' ®^ lehrt uns die Gleichung (III.), dass 



^^^^.[12... %, Wi+l...Wi+W3....yrl 1 ... 1, 2 ... 2, ...]'_ TT 
^^^ '\l 1 ... 1 , 2 ... 2 , ...J [ 1 2 ...»i,»i+l,...ni+W2,...J ~^* 



»j,«»),... 
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ist. — Ist allgemein § eine abstrakte Gruppe der Ordnung h, 
und büden die Matrizen S , S2, • . • S/^ eine Darstellung dieser 
Grrnppe, so ist, wenn 

81 + 8^ + ... + 8^= H 

gesetzt wird, H* = hH. Daher lässt sich die Darstellung 
(Sy 82, ... /SJ durch eine ihr äquivalente ersetzen, für welche 



(1 



H= h 



• 1 



l 







0} 



wird. Mithin ist die Spur der Matrix -j- H stets eine nicht 

negative ganze Zahl. Diese Zahl will ich als die zu der Dar- 
stellung (8^, Äg, . . . Sj^) gehörende Charakteristik der Gruppe § 
bezeichnen. 

Zufolge der Formel (III*.) ist also die Spur der Matrix 

1 ri 2 ...Wi,ni+i,...r ri 1 ... 1 2 ...r 

n^ln^l... [1 1 ... 1 2 ...J [l 2 ... Wi, »j+l, ...J 

gleich der Charakteristik der Gruppe ^n^^n^... ^^ ^® durch die 
invariante Operation T(Ä) erzeugte Darstellung. 

Andererseits ist aber nach Formel (II.) 

...y ri 2 ... Wj, Wj+i, ...y 



1 r 1 1 ... 1 2 ...T r 1 2 ... w, 

Wi!w2!...Ll 2 ...Wi, Wj+1, ...] LI 1 ••• 1 

1 1 ... 1 2 ... 2 ...J "^ ^«.,«„...' 



1 



Da nun bekanntlich für zwei beliebige Matrizen P und Q die 
Spur von FQ gleich ist der Spur von QP, so sehen wir also, dass 
die erwähnte Charakteristik der Gruppe ®ni,w,, ... gleich ist der 



Zahl r 



%,«a, 



§ 12. Die Anzahl der zu betrachtenden Untergruppen ©^^^a ... 
ist gleich der Anzahl k der Zerlegungen der Zahl n in gleiche 
oder verschiedene positive Summanden. Diese Zahl h giebt aber 



- 29 - 

auch die Anzahl der Klassen gleichberechtigter Elemente der 
symmetrischen Gruppe @^ an. 
Es sei 



P /l 2 .., n\ 



eine Permutation der Gruppe ©^ und xi^) die Spur der Matrix 

2 2 " 1 \' ^^^^ bilden die n! Zahlen x{^) i^s^ch der von Herrn 

Frobenius ^) eingeführten Bezeichnung einen (zusammengesetzten) 
Charakter der Gruppe ©^; und zwar ist, wenn R und R' gleich- 
berechtigte Permutationen von ©^ sind, x{R) = x(R')' Sind uns 
die Zahlen x(^) gegeben , so erhalten wir nach dem Vorherge- 
henden die h Zahlen r^ n,, . . . ^^ gewisse lineare Punktionen der 
x(R)' Umgekehrt bestimmen auch die Zahlen r^^ „^ den Cha- 
rakter x(-B) vollständig. 

Es möge nämlich R = Ra , cu, ... ^^s a^ Zykeln der Ordnung 
1 bestehen, a^ Zykeln der Ordnung 2, u. s. w. Dann ist 

(16) «1 + 2(^2 + 3^3 ... = n. 

Ist B^^^^^... in der Untergruppe ®m,n^,.., enthalten, so 
zerfallt es in eine Permutation R^ unter den n^ ersten Zif- 
fern 1, 2, ... n^j eine Permutation R^ unter den n^ folgenden, 
u. s. w. Besteht nun R^ aus a^i Zykeln der Ordnung 1, a^ Zykeln 
der Ordnung 2, u. s. w., so ist 

(17) ni = «11 + 2^12 + 3ai3 + ..., n^ = «21 + Soga + ^^2s + '" » - 

(18) «1 = «11 + «21 4- «31 + -, «2 = «12 + «22 + «32 + •••» - • 

Die Anzahl der in ©n,,w«, ... enthaltenen mit -Ba, «,,... gleichbe- 
rechtigten Permutationen ist dann gleich *) 



♦H» w» 



(19) g":" =s 



»1 ! n2 ! 



... 



«.. «t ••• *" 1«" «u ! 2"" «13 ! ... 1«« a^ ! 2«*« «aa ! ... 



> 



1) „üeber Gruppencharaktere", .Sitzungsberichte 1896, S. 985 und „üeber 
die Darstellung der endl. Gruppen durch lin. Subst." ibid. 1899, S. 482. 

2) Frobenius, „Ueber die Charaktere der symmetrischen Gruppe", Sitzungs- 
ber. 1900, S. 516. 
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wo die Summation über alle Lösungen der Gleichungen (17) und 
(18) zu erstrecken ist. Da nun wj n^! . . . r^ ,^^ gleich der 
Summe der Spuren aller zu der Gruppe ©^ ^ ^ gehörenden 

Matrizen 2 i " 2 \ ist» so erhalten wir 

(20) «,! «.I ... r„,, ^. ... = S ^ "" ^' - , (B,., ^, ...) , 

Vif t*jj ••• 

die Summation erstreckt über alle Lösungen der Gleichung (16). 

Aus den Formeln (20) lassen sich die Zahlen ;f(22) folgender- 
massen berechnen. 

Es sei, wie auf Seite 17, p^ die v-te Wronskische Funktion 
Aleph, ferner s^ die v-te Potenzsumme der m Variabelen aii,aig,...ai^. 
Dann besteht die Gleichung 

(21) vp^ = s^p^^^+S2P^^2 + - + ^vPo ')• (Po == 1) 
Aus dieser Gleichung erhält man leicht 

(22) vlp^ = 2-T^(^f (t-f - (,».+2^,+ 3^.+... = .). 
Daher ist, wie man unmittelbar sieht, 

(23) «i! Wg! ...p^ p^ ... = XSl"^'"^ *" ^r s^^ s^"" ... , 

wo die Zahlen n^ a^ und g ' dieselbe Bedeutung haben, wie 

oben. Die Bestimmung der Zahlen xi^) ^^^ dem Gleichungs- 
system (20) ist daher mit der Auflösung der Gleichungen (23) 

nach den Produkten s"* 5^* . . . identisch. Zur Darstellung dieser 

Produkte als Funktionen der p^j i?2> • • * kann man sich aber der 
Formel 

(fii+2(i2+3(is+ - = v) 
bedienen, die sich aus (21) leicht ergiebt. 



1) Crocchi, Giom. di mat. 17 (1879), S. 218. 



^ 
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Man kann aber auch die Zahlen x{R) direkt aus der Charak- 
teristik = I^r^ w, . . . ß>^ ß>^ • • • ^®^ invarianten Operation T{Ä) 
erhalten. Es ist nämlich 

1 2 g = 2j — 1 i i — • — i i i — * * * 

wj Wgl ... «1» «• - ^11- "ai- *^3r - «12^ «22^ «82^ - 

gleich dem Koeffizienten von w^* <o^ • • • ^^ ^^ der Entwickelung 
des Produktes 

(aii+ai2+."CöJ«>(aiJ+aiJ+...+0«.". = s«is^i...^). 
Daher ist, wie aus (20) unmittelbar folgt, 
(24) a> = Sr,^,„,...«>,^co,-.. = 2--^-^ . 

stelle ich also die symmetrische Funktion O der m Varia- 
belen m^^ cog, .*• oi^ als Funktion der Fotenzsununen 5^, ^a, ... s^ dar, 

so ist z(üaj a ...) iiichts Anderes, als der Koeffizient von s^^s^... 

in dieser Entwickelung, multipliziert mit der ganzen Zahl 

V^ «i! 2««aa! S^-aj! ... . 

§ 13. Wir haben gesehen, dass durch die Operation T{A) im 

Ganzen f J Darstellungen der symmetrischen Gruppe w-ten 

Grades erzeugt werden. Da nun die Zahlen ^Wi,w«, ... ^^^ ^^^ 
Vertauschung der Indices nicht ändern und der Charakter %{It) 
durch diese Zahlen vollständig bestimmt ist, so sind die Spuren 

derjenigen Matrizen in diesen { J Darstellungen, welche der- 
selben Permutation der Gruppe ©^ entsprechen, einander gleich. 
Daraus folgt aber, dass die f ] Darstellungen äquivalent sind. 

Denn es besteht folgender Satz : 

„Ist ^ eine abstrakte Gruppe, und sind 

^1, Sa? • • • ^h ^"^^ ^v ^2» • • • ^h 

zwei Darstellungen von ^ durch lineare Substitutionen, wobei 8y 
und iSy demselben Element von § entsprechen, so sind diese 



1) Frobenius, loc. cit. S. 517. 
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beiden Darstellungen dann and nur dann äquivalent, wenn die 
Spuren von S^ und S'^ einander gleich sind" ^). 

Da femer die Charakteristik von T{Ä) den Gruppencharakter 
x(R) vollständig bestimmt, so erhalten wir den Satz : 

VI. „Sind T(Ä) und Ti(Ä) zwei invariante Operationen n-ter 
Ordnung, so sind die beiden DarsteUungen der symmetrischen 
Gruppe w-ten Grades, welche zu diesen Operationen gehören, 
dann und nur dann äquivalent, wenn die Charakteristiken 
von T{Ä) und Ti{Ä) einander gleich sind". 



Abschnitt IV. 



§ 14. Soll die Matrix 

n^) = S f^ "l' •" M «M. «X.X. ... «xA K' A^ = 1, 2, . . . m) 

eine aus Ä = (a^) gebildete invariante Matrix sein, so müssen, 
wie wir gesehen haben, die r^ '*"^"" | Matrizen L* j'"' j* ^^ 

System der Gleichungen (I.) befriedigen. 

Ich will zeigen, dass man die Anzahl der Gleichungen, deren 
Bestehen für die Invarianteneigenschaft der Matrix T(Ä) not- 
wendig und hinreichend ist, bedeutend verkleinern kann. Es 

mögen nämlich die Matrizen ^^ ^^ "" ^" 1 folgenden beiden Bedin- 

gungen genügen: 

1. Die Gleichungen (11.) und (III.) sind alle erfüllt. 

2. Ist 

so soll, falls fi^ nicht für alle ^ = 1, 2, ... n gleich v^ ist, 

_*. ri 2 ...wl \v,v,...v^ ^ Q 

(^^•' Uj*....J*J LI 2 ...nj 

sein. — Ich behaupte, dass alsdann auch alle Gleichungen (la.) 
und (Ib.) bestehen. Es ist nämlich nach (II.) 



1) Molien, Sitzungsberichte der Naturforschergesellscliaft zu Dorpat, 1897, 
Jahrg. 18, S. 259; Frobenius, Sitzungsberichte der Ak. d. Wiss. zu Berlin, 1899, 
S. 482. 






■I 



2i 
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Lfti ft, . . . ft J UiA, ... AJ 
abgesehen von einem gewissen Zahlenfaktor, gleich 

Li 2...nJ Lfi^fi, . . . ft J LI 2...nJ UiA,...aJ ' 

der mittiere Faktor • . • >* v^v, . . . v, j^^ ^|^^^ ^^j^ /j» x ^^^ 

Li»ii»2 . . . f*„J LI 2 . . . n J 
(in.) entweder gleich Null oder gleich einer Summe von Matrizen 

der Form '" »wo ^j, p« ... p«, abgesehen von derReihen- 

L?i ?» • . . P J 

folge, den Zahlen 1, 2, ... n gleich sind. 

Im ersten Falle erhalten wir die Gleichungen (la.), im 
zweiten Falle ergiebt sich durch wiederholte Anwendung der 
Gleichung (II.) eine Relation der Form 

p. rxiX,...Xnl ff»! f»« . • . A*J == y7?W» w r«ix,...«„i 

^^•^ Uf»,...f»nJ la,a,...aJ ^ ""(^xcr) La;a;...a:J ' 

wo -Q^^^'^^ gewisse von der speziellen Wahl der Matrix T{Ä) 

unabhängige Konstanten und AJ, AJ, . . . A^ gewisse Permutationen der 
Indices A„ A„ ... A, bedeuten. 

Wären nun die Konstanten C, ' ,,,^ von den in der Gleichung 

W. (^ ) 
(*), W 
(I.) auftretenden C, , , ,, verschieden , so würden wir lineare Be- 

W, (^) 

Ziehungen zwischen den Matrizen * '"* " erhalten, die für 

jede invariante Operation T(Ä) bestehen müssten. Dies ist aber 
nicht der Fall ; denn setzt man 

so hat jedes Element der Matrix T{Ä) die Form ««j;i, ö»,x^ • . . «Hn V 

daher müssen in diesem Fall die ( | Matrizen \^^ ** ' * * !f"l 

\ n ) LAiA,...Aj 

linear unabhängig sein *). Also ist * "C, x' ,-^v = cA' ^. , und 

1) Auf Grund dieser Eigenschaft der Operation n^A können wir die Glei- 
chungen (I.) als die definierenden Gleichungen eines Systems komplexer Haupt- 
einheiten auffassen. 

3 
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folglich stimmen die Gleichungen (I'.) mit den Gleichungen (I.) 
überein. 

§ 16. Es seien nun 



(26) S^, iS>a, ... 8^ 



n\ 



n ! Matrizen /-ten Grades von nicht verschwindender Determinante, 
die eine Darstellung der symmetrischen Gruppe w-ten Grades @, 

bilden. Entspricht hierbei 8^ der Permutation ( * " | der 
n Ziffern 1, 2, ... w, so wollen wir 8^ mit ' " bezeichnen. 

Lp, p, . . . Qj 

Ich denke mir eine Matrix M des Grades fq hingeschrieben, 
wo g = ( j zu setzen ist. Sind 

die q verschiedenen Produkte von je n der m Variabelen x^J x^,... x^ 
in der lexikographischen Anordnung, so mögen je / aufeinander- 
folgende Zeilen der Matrix M der Reihe nach mit 



7 7 

ebenso je / aufeinanderfolgende Spalten mit 



' J • • • J 



• . • 



bezeichnet werden. Ferner sei Q ' » •• •• diejenige Teilmatrix 
/■-ten Grades von Jf, in der sich die /* Zeilen Z^ „ _^ mit den 

f Spalten ^^nl, n{, ... < schneiden. — Ich bilde nun ( ) 

Matrizen 



r^i *2 • • • ^«1 



(x^ A, = 1,2, ... m) 



auf folgende Weise. 

Die Matrix M^ in der 

1, 1, 1, ... 1, 0, 0| ... 
1, 1, 1, ... 1, 0, 0, •.. 



rl 2 ... nV 



1 2...n 



... 
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Es seien ferner ^i^j ft,, . . . fi„ n Indices , unter denen n^ gleich 1, 
w, gleich 2, ... n^ gleich m sind, und es sei ft^ ^ ft^ < . . . < (i^. 
Bezeichne ich mit Ä, die Summe der n^ln^l ... nj 

[12 Ml' 

, welche Permutationen der auf Seite 27 

mit ®„ , ...» bezeichneten Untergruppe von ©^ entsprechen, 
so bedeute [ •••**"] diejenige Matrix Jf, in der 

1, 1, ... 1, 0, ... J^ _ ri 2 ...n Y 

%i, n„ . . . w„, . . . w„ V Wi' w,! . . . nj. LM-i M-j • • • f*»J 

ist und alle übrigen Elemente verschwinden. Ebenso setze ich 
^1 ^2 ... fi, ^^^j enigen Matrix M gleich, in der 

^ 1, 1, ... 1, 0, ... - \/nJfHl...nJ ^i'^«>-^- "~ LI 2 . .. W J 

ist und alle übrigen Elemente Null sind. Ist femer fij, f»,, ... f*^ 
eine Permutation der Indices A*i, ji*, , ... jt», und p^, p,, ... p„ die 
inverse Permutation der n Ziffern 1, 2, ... n, so setze ich 

ri 2 ... w 1 Tp, Q, ... q1 ri 2 ... nl 
Lf*l f*2 • • • l'*! J Li 2 . . . w J Lf*j |i*g . . . |i*J 

LI 2 . . . n J LI 2 ...» J Lpi 9j ... p„J ' 

[XX X 1 

^ 1* '" j" bestimme 
1 2 * * . "n 

ich dann durch die Grieichungen 

[Xj X, . . . X 1 ri 2 ...» 1 . . r^i ^f • • • «»1 
1 2 ... n\ LA, A, ... Xj ~ ** *» •" La, A, ... aJ' 

wo die Zahlen g^, g^, ... dieselbe Bedeutung haben, wie in der 
Gleichung (II.). 

Ich behaupte, dass alsdann die Matrix 

X, A L. A^ Ag • • • A^ J 1 1 a 8 n » 

eine aus -4. = (a^xj gebildete invariante Matrix ist. Dies ist 

[X X . . X T 
Aj A, • . • A J 
3* 
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folgt ohne Weiteres, dass für sie die Gleichungen (ü.) und (la.) 
bestehen. Es gilt aber auch die Gleichung (III.), denn es ist 

ri 2 ... w ]' r^i fi^ ... A*,T 1 fj2 _Tj 

UA*2...f*J LI 2 ...wJ "" w,!w.!... ^,V-^~ %^v•.»»« 

und daher 

ri 2 ...nl Tf», f», ... f*J ^ -^ P 2 ... wl 

wo Pi, Pj, . . . p„ alle Permutationen der Gruppe ©, , , . , durch- 
laufen. 

Aus dem Bestehen der Gleichungen (la.), (II.) und (III.) folgt 
aber nach deu Ausführungen des vorigen Paragraphen, dass T'{Ä) 
eine invariante Matrix ist. 

Die Determinante der so bestimmten Matrix T'(Ä) wird im 
Allgemeinen identisch Null sein. Dann können wir sie aber nach 
§ 1 in eine Nullmatrix und eine invariante Form T{Ä) von nicht 
identisch verschwindender Determinante zerfallen. Es ist dann 
leicht zu sehen, dass die zu der invarianten Form T(Ä) gehörende 
Darstellung der symmetrischen Gruppe ®, der Darstellung (25), 
von der wir ausgegangen sind, äquivalent sein muss. 

§ 16. Wir beweisen jetzt folgenden Satz : 

Vn. „Zwei invariante Operationen w-ter Ordnung T(Ä) und TJ^Ä), 
deren Determinanten nicht identisch verschwinden, sind äqui- 
valent, wenn die zu ihnen gehörenden Darstellungen der 
symmetrischen Gruppe n-ten Grades äquivalent sind". 

Wir können annehmen, dass die beiden Matrizen 

^-^'-sE;?. :::äv.v.-».A 

und 

^.(^) = 2 W j' *" 3*1 «* 1 «« l ••• «« i 

l A| Aj . • • A^ ] 11 2 2 » » 

auf die kanonische Form gebracht seien; dann möge das Zeichen 
i 2> ••• «I £jjj. x^{Ä) die analoge Bedeutung haben, wie das 

Aj Aj . . . A»' 

Zeichen F*» ^' * ' * *"!' für T(Ä) (vergL Seite 22). 

Infolge der Voraussetzung des Satzes kann ich T^{Ä) so 
transformieren , dass für jede Permutation p^, q^, • . . p» der n 
Ziffern 1, 2, ... ^ 
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(26) 1^ 2 -"[' = [1 2 ...♦»]' 

wird, und zwar wird hierbei die kanonische Form der Matrix 
Ti{Ä) nicht aufgehoben. Dann wird auch nach G-leichung (III.) für 
beliebige Indices jt»i, jt^g, . . . ji*», die der Bedingung f^t^fJ^^^ " =f^n 
genügen, 

^ ^'f*i M« -..Mnl '1 2 ... w i "~ U, M« ...it*J LI 2 ...w J '^ %%'"\, 

wo Wj, Wj, ... n^ dieselbe Bedeutung haben, wie auf Seite 24. 

Ausserdem besteht, da nach Satz VI. die Charakteristiken 
von T{Ä) und T^Ä) einander gleich sein müssen, die Gleichung 

/OQN I ^1 /*2 • • • f*n I iMl f*2 ' • • f*n j -p 

wo flf := r ^ den Koeffizienten von cofi co?» , , . co^« in 

1 2' M 

der Charakteristik von T(Ä) bedeutet. Durch eine simultane 
Transformation der Matrizen T(Ä) und 2\(J.) kann ich erreichen, 
dass 

(2^) njwj ... ^^1' n„ .. . n^ = ( ^jv) 

wird, wo N eine Nullmatrix ist; diese Transformation kann so 
ausgeführt werden, dass die Grieichungen (26) bis (28) bestehen 
bleiben. Nun ist aber, wie man sich leicht überzeugt, 

\(*t f*2 ••• f^nT IT «. ^ f ^ f kl f*2 ••• A*n"]' 

LI 2 ... n\ ^*^n»*2---^« ~ ''^- ^»- ••• Li 2 ... nJ ' 

ri 2 ... wT , , ri 2 ... wT 

n^Wj, ... w« L^^ 1,*^ ... ^^j 2 Lff, ^, ... ^J 

Aus diesen Gleichungen folgt wegen (29), dass in der Matrix 

die f—g letzten Zeilen, in der Matrix ^ ^^ • • • ^h 
die /— gf letzten Spalten lauter Nullen enthalten. Hierbei bedeutet 
f den Grad der Matrix L « " * oder , was dasselbe ist , den 

LI d ... flj 

Koeffizienten von o^ a>, ... (o^ in der Charakteristik von T(Ä). 
Es sei also 
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ri 2 ... n y^ 



^W^liJ • • • C 



t9 



• . . 



...0 

(• • • • 

...0 



il 2 ...nj 



(d^.nd,., ...5,. 0... 



"11» **'!« 



ly 



^ai> ^22> • • • ^i^ . . . U 



ßgijdf^i*** ^ir^O---0, 



bezeichne ich die Matrix g-ten Grades (c^j.) mit C, die Matrix 
(d^jj.) mit jD, so ist wegen 

LI 2 . . . n J L f*j /t«, . . . fAnJ L /t*i f*8 • • • f*« J 

D(7 = Wjl w,! ... E^. 

Ebenso ist, wenn C^ und D^ für 2\(J.) dieselbe Bedeutung 
haben, wie C und D für 21[-4), 

(30) D^C, = wj Wg! ... je; = DC. 

Ist jetzt M eine Matrix desselben Grades wie T{Ä), welche 
in allen den Teilmatrizen M^' ^"' " von T{Äy) entsprechenden 



n. 



Rechtecken Einheitsmatrizen, in dem der Teilmatrix M ^' **'" 

entsprechenden dagegen die Matrix ^r-ten Grades Q = C^ G~^, sonst 
überall Nullen enthält, so ist |Jlf| = \Q\ = \C,\ IC^'I, also wegen 
(30) von Null verschieden. Ich ersetze T^{Ä) durch Jf"*Tj(J.) M; 
dann bleiben die Gleichungen (26) bis (29) ungeändert, es geht 
aber C^ über in 



D, in 



Qr^C, = CC:'C, = C, 



D,Q = D,a,C^^ = n,l n,l . . ICf' = D. 



Es wird also 



^ L^j, jUg, . . . ^ J 'jM-, ii*a ... ii*,l ' LI 2 ...wJ '1 2 ...wl' 

Die analoge Transformation können wir für jede andere 
Indicesreihe ^»1, /w,, . . . ^^ ausführen , ohne dass dadurch die Glei- 
chungen (26) und (31) ihre Gültigkeit verlieren. 



1) VgL'Seite 21. 
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Indem wir dieses Verfahren fortsetzen, können wir erreichen, 
dass die Gleichungen (31) für jede Wahl der Indices (a^^ Ma, . . . ji»„ 
bestehen. In Verbindung mit (26) folgt aber dann nach (11.), dass 
für jede Wahl der Indices x^ und k^ 



1 i • • • Au J ' Aj A^ • 9 • Aß^ 



wird. Ich kann also die beiden Matrizen T(Ä) und Ti{Ä) durch 
ihnen äquivalente Matrizen T'(Ä)j resp. T[{Ä) ersetzen, die ein- 
ander gleich sind; daraus folgt aber, wie zu beweisen war, dass 
T{A) und T^(Ä) äquivalent sind. 

In Verbindung mit Satz VI. ergiebt sich hieraus: 

Vm. „Zwei invariante Operationen gleichen Grrades sind dann und 
nur dann äquivalent, wenn ihre Charakteristiken einander 
gleich sind". 

Ich bemerke aber, dass dieser Satz vorläufig nur für den 
Fall n ^ m bewiesen ist. 

§ 17. Aus den Ausführungen der §§ 15 und 16 ergeben sich 
leicht folgende Sätze über die Zerlegbarkeit der invarianten 
Operationen. 

IX. „Eine invariante Operation T{Ä) der Ordnung n ist nur auf 
eine einzige Art in irreduktible Operationen zerlegbar; sie 
ist zerlegbar oder nicht, je nachdem die zu ihr gehörende 
Darstellung der symmetrischen Gruppe w-ten Grades @» 
reduktibel oder irreduktibel ist". 

Es möge nämlich die zu T{Ä) gehörende Darstellung (8) der 
Gruppe @„ in die beiden anderen {SJ und (S^) zerlegbar sein. 
Dann können wir nach § 15 zwei invariante Operationen von 
nicht identisch verschwindender Determinante T^{Ä) und T^{Ä) 
konstruieren, welche die Darstellungen (S'J, resp. (SJ erzeugen. 

Alsdann gehört zu der Operation ( ^^ t(Av ^^ ^^* ( ^^ ^ w ^^ 
bezeichnende Darstellung der Gruppe @„. Daher müssen nach 
Satz Vn. die Operationen T(Ä) und [ ^^ t fA^I ^^i"^^®^* s^^^» 

d. h. T{Ä) ist in die Operationen T^{Ä) und Tj[^Ä) zerlegbar. 

Ist aber die Darstellung (S) nicht zerlegbar, so ist unmit- 
telbar ersichtlich, dass auch T{Ä) nicht zerlegbar sein kann. 

Es möge nun T{Ä) auf zwei verschiedene Arten in irreduktible 
Operationen zerlegbar sein, etwa in 
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TU), TIA), ... TM) 
und 

TU), TIA), ... TM)^ 

Es gehöre zu T^{A) die Darstellung (5^), zu 2^(^) die Dar- 
stellung (Sl) der Gruppe ©.. Dann sind auch die Darstellungen 
(S^) und (S:) irreduktibel. 

Nun ist aber jede Darstellung einer endlichen Gruppe durch 
lineare Substitutionen nur auf eine einzige Art in primitive Dar- 
stellungen zerlegbar^). Daher muss jede Darstellung {8^ einer 
Darstellung {SD äquivalent sein und umgekehrt. Daraus folgt 
aber nach Satz VII., dass auch T^{Ä) und Tl,{Ä) äquivalent sein 
müssen. Dies ist aber der Inhalt unseres Satzes. 

Die Anzahl der verschiedenen primitiven Darstellungen einer 
endlichen Gruppe ^ durch lineare Substitutionen ist, wie die 
Herren Molien und Probenius loc. cit. gezeigt haben, gleich der 
Anzahl der Klassen gleichberechtigter Elemente, in die die Gruppe 
^ zerfällt. Diese Anzahl ist für die symmetrische Gruppe ®» 
gleich der Anzahl k der Zerlegungen der Zahl n in gleiche oder 
verschiedene positive Summanden. Aus Satz IX. folgt daher, 
dass die Zahl Je auch die Anzahl der verschiedenen irreduktiblen 
Operationen w-ter Ordnung angiebt. 



Abschnitt V. 

§ 18. Es entsteht nun die Aufgabe, die Charakteristiken 
der irreduktiblen invarianten Operationen explicite darzustellen. 

Es sei wieder, wie in § 5, C^Ä die x-te aus J. gebildete 
Determinantentransformation, c^ die x-te elementarsymmetrische 
Funktion der m charakteristischen Wurzeln 0,0,,... co^ der 
Matrix Ä. Dann ist, wenn 

(32) x, + x,+ ... + x^ = w K>0) 

ist, C{Ä) = C^Äx C^,A X ... X C^A eine invariante Operation 
w-ter Ordnung, deren Charakteristik gleich c^ c^ • • • ^x ist. 

Ich nehme an, es sei ^i^oc^^ic^>...>x . und es seien 
unter den Zahlen x genau a^ gleich 1, «, gleich 2, u. s. w. 



1) Molien und Frobenius, loc. cit. 
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Bann ist lai + 2Ä, + 3Ä, + -- =: n"; setzen wir 

Ai = ai + a8 + a3 + -*-, Aa = aa + «8+'"> ^a = «t+«4 + *'> 
so wird, wenn 6 unter den Zahlen A positiv 9ind, 

(33) A, + A,+ ...+A^ = n. {X,>X,>...>k,) 
Die Entwickelung von c^ c^ c^ ...nach Potenzen von o^jIDj,...»^ 

X Ä • 

enthält dann, wenn die Produkte of * ©f « . . . nach dem Gauss' sehen 
lexikographischen Prinzip angeordnet werden , als höchstes Glied 

das Produkt lo]^ idJ» . . . ml^, und dieses Glied tritt nur einmal auf. 
Denke ich mir die Operation C{Ä) in ihre irreduktiblen Teile 
zerlegt, so muss unter diesen eine und nur eine Operation auf- 
treten, deren Charakteristik mit dem höchsten Glied co J» cd J« . . . co^ '^ 
beginnt. Da nun aber die Anzahl k der verschiedenen irreduk- 
tiblen Operationen w-ter Ordnung gleich ist der Anzahl der 
Lösungen der Gleichung (32), so giebt es für jedes der k Produkte 
w-ter Dimension 

eine und nur eine irreduktible Operation, deren Charakteristik 
dieses Produkt als höchstes Glied und zwar mit dem Koeffizienten 
1 enthält. Die so bestimmte irreduktible Operation wollen wir 
nüt T-, -. (Ä\ ihre Charakteristik mit O^ „ bezeichnen. 

Offenbar muss dann jede invariante Operation, deren Cha- 
rakteristik mit cöfi idJ's . . . beginnt, die Operation T^ y .. .(-^) 
enthalten. 

§ 19. Wir wollen die Zerlegung (33) der Zahl » in Sum- 
manden die zu der Zerlegung (32) associierte nennen. — Es ist 
dann leicht zu sehen, dass umgekehrt auch die Zerlegung (32) die 
zu der Zerlegung (33) associierte ist. Dies sieht man am ein- 
fachsten ein, indem man eine Matrix n-ten Grades 

^11 > ^12 > • • • ^l« 
^21 1 ^22 1 • • • ^2» 

(34) . . 



. .'• • 



betrachtet, in deren v-ter Zeile die x^ ersten Elemente von Null 
verschieden, die übrigen gleich Null sind ^) ; hierbei hat man, wenn 

1) Ab SteUe der Elemente n könnte man auch Ponkte setzen. 
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(>< n ist, Ä^ ^_ j = jTp ^ 2 = • • • = x^ = zu setzen. Die Zahlen 
^v ^ii ^8) • • • geben nns nämlich , wie man leicht sieht , dann an, 
wie viele Elemente in der ersten, resp. zweiten, dritten, . . . Spalte 
der Matrix von Null verschieden sind ; auch hier ist ^a+i = ^a+2 
= . . . = A = zu setzen. Vertauscht man nun die Zeilen und 
Spalten der Matrix, so sieht man sofort ein, dass x^ für die 
Zerlegung (33) die analoge Bedeutung hat, wie A^ für die Zer- 
legung (32). 

Es kann eintreten, dass die Zerlegung (32) mit der ihr asso- 
ciierten identisch ist, dass also 

Aj ^ Xj , Ag = Xj , • • • Ag = Aq = Xq 

wird. Eine solche Zerlegung der Zahl n will ich eine zweiseitige 
nennen. Setze ich in diesem Falle 

ttj = 2xi — 1, a, = 2x,— 3, ... a^ = 2x^ — 2n + l, 

so wird, wenn a^ die letzte nicht negative dieser Zahlen ist, 
»1 >- ttj > ttj > . . . > a^ > und 

(35) «1 + a, H h ö-r = ^• 

Dies sieht man wieder durch Betrachtung der Matrix (34) 
leicht ein. Denn a^ (v = 1, 2, . . . t) giebt uns die Anzahl der nicht 
verschwindenden Elemente ä^^ an, welche auf der gebrochenen 
Linie L^ liegen, die durch die beiden von ^r^^ ausgehenden hori- 
zontal nach rechts und senkrecht nach unten verlaufenden Halb- 
strahlen gebildet wird. Daher ist die Summe der positiven a^ 
gleich der Anzahl der nicht verschwindenden Elemente Jt^^, also 
gleich n. 

Es entspricht also jeder zweiseitigen Zerlegung von n in 
gleiche oder verschiedene positive Summanden eine Zerlegung (35) 
in verschiedene ungerade Summanden. 

Umgekehrt »erhält man auch leicht aus jeder Zerlegung (35) 
eine zweiseitige Zerlegung der Zahl w. 

Die Anzahl der zweiseitigen Zerlegungen ist daher gleich 
der Anzahl der Zerlegungen von n in verschiedene ungerade 
Summanden. 

§ 20. Sind 
und 
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zwei Zerlegungen der Zahl n, so will ich die erste Zerlegong von 
höherer Ordnung nennen, als die zweite, weim die erste nicht 
verschwindende der Differenzen 

Vt-^I» ^«-^i> ^s-^i^ ••• 
positiv ist; ich schreibe dafür abgekürzt 

(Vi, Va» ^8» • • •) > (Kl Kt Kl • • •) • 

Es möge nun 

a>« © J» oji . . . (a;>a3'>a;>...) 

ein von dem höchsten Glied (o\^ coj« oj» . . . verschiedenes Glied in 
der Entwickelung von c^ c^i c^ ... c^ sein. 

Ist dann 
die zu (A|,A^, A3, ...) associierte Zerlegung, so behaupte ich, dass 

sein muss. — Es ist nämlich , wenn ich das Produkt m^ <o^ . . . oo^ 
mit Sly bezeichne, 

©5 ßjj«' • • • G>i" = a^jß^/ßHi." 

Setze ich 

(O sss m =^ • • • =: CO = [). 

so wird 

C C ... C = Ol. O, ...CD c' c' ...c' , 

wo c' die x-te elementarsymmetrische Funktion der x^ Grössen 

X 

cDj, d,, . . . (D bedeutet. Daher ist das Produkt Oj* ©,* . . . ent- 
weder Null oder durch ß teilbar, also xJ^Xj. Ist xj = x„ so 

muss ß , ß , , . . in der Entwickelung von c' c' . . . c' auftreten ; 

*2 ^^8 ''i *8 '^Q 

wir schliessen dann ebenso, dass x^^x, sein muss. Allgemein 
sehen wir, dass, wenn für irgend ein v 

Xj = Xj, Xj ^= X^, • • . X,|i_j ^= ^r-1 

ist, x^^x^ sein muss. Das ist aber der Inhalt der Formel (36). 
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§ 21. Es sei ntm T(Ä) eine invariante Operation Ä-ter Ord- 
nung und (8) = (5,, S„ . . . ÄJ die zu ihr gehörende Darstellung 
der symmetrischen Gruppe w-ten Grades @„. Ich bezeichne die 
Gesamtheit der Matrizen S, welche den geraden Permutationen 
von @» entsprechen, mit (J2), die Gesamtheit der übrigen mit (Q) 
und setze abgekürzt 

(37) (Ä) = {B, Q). 

Ersetze ich nun jede Matrix Q durch —Q, so stellen auch die 
Matrizen (-ß) und (— Q) die Gruppe @, dar. Dann nenne ich jede 
der Darstellung 

(38) iS') = (R, -Q) 

äquivalente Darstellung der Gruppe ®, eine zu der Darstellung 
(37) associierte ^). Nun gehört aber nach § 17 auch zu der Dar- 
stellung (S") eine ganz bestimmte invariante Operation T'(Ä) von 
nicht verschwindender Determinante. Ich will dann je zwei Ope- 
rationen T^{Ä) und T[{Ä), die zu T(Ä), resp. zu 1' (Ä) äquivalent 
sind, associierte Operationen nennen. 

Es gilt nun der Satz: 
X, „Ist die Operation T(Ä) durch die Operation T^(Ä) teilbar, 
so ist jede zu T{Ä) associierte Operation T(Ä) durch die zu 
T^^) associierte teilbar. Daher sind T(Ä) und T(Ä) ent- 
weder beide reduktibel oder beide irreduktibel". 
Der Beweis dieses Satzes ergiebt sich unmittelbar aus der 
Betrachtung der beiden Darstellungen (37) und (88) der Gruppe 
@^. Denn offenbar entspricht jeder Zerlegung von (37) in primitive 
Darstellungen eine analoge Zerlegung von (38). 

§ 22. Die Charakteristiken zweier associierter Operationen 
T(Ä) und T(Ä) stehen in einem einfachen Zusammenhang. Es 
seien nämlich 

(Ä) = {R, Q), iS') = iR', «') 

die zu den invarianten Operationen T{Ä), resp. T(Ä) gehörenden 
associierten Darstellungen der symmetrischen Gruppe @„. Be- 
zeichne ich die Spuren der Matrizen 8 mit % (S), die der Matrizen 
ff mit ^(S'), so ist offenbar, wenn B^ und B!, , resp. Q^ und Ql dem 
selben Element der Gruppe entsprechen, 

(a) xiRr) = i>iK), z («0 = - *(«:)• 



1) VergL Frobenius, Sitzungsberichte der Ak. der Wiss. zu Berlin, 1900, S. 516. 
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Umgekehrt sind, wenn diese Gleichungen bestehen, (S) und (S") 
associierte Darstellungen der Gruppe ©„. 

Bezeichne ich mit * und *' die Charakteristiken der Ope- 
rationen T(Ä), resp. T(Ä), so ist nach § 12 



X{S ) 



— o^i «5a 



^^ ^mJ /y /y ^T v9 • • • , 

(aj + 2aj + ... = w) 
*(Ä' ) 

(P' = y ^i>^8"' „«1 a 

wo S und S' einer Permutation der w Ziffern 1, 2 , . . . « 

entsprechen, die aus «i Zykeln der Ordnung 1 besteht, «a Zykeln 
der Ordnung 2, u. s. w. Nun gehört aber eine solche Permutation 

zur alternierenden Gruppe oder nicht, je nachdem (—1) "« "*" ^* "T" * • • 
gleich + 1 oder gleich — 1 ist. 
Wegen (a) ist daher 

y(S ) = (-if^+'^' + '-XÄ' ). 

Wir sehen also, dass die Entwickelung von O nach den Potenz- 
summen s^ in die Entwickelung von O' übergeht, indem man s^ 

durch (— 1)'*"~ s^ ersetzt. Diese Bedingung ist notwendig und 
hinreichend, damit die zu den Charakteristiken O und <^' ge- 
hörenden invarianten Operationen associiert seien. 

Daraus schliesst man nach § 7 sofort: 
XL „Sind die 2q invarianten Operationen Ty{Ä) und Tr(Ä) 

(v = l,2f...q) einander paarweise associiert, so stellen auch 

die beiden Produkttransformationen 

und 

associierte Operationen dar". 

Hierbei wird natürlich vorausgesetzt, dass die Summe der 
Ordnungen der Operationen T^{Ä) nicht grösser ist, als der Grad 
m der Matrix Ä, 

Besonders hervorzuheben ist, dass die v-te Potenztransfor- 
mation P^Ä und die v-te Determinantentransformation C^A zwei 
associierte Operationen repräsentieren. 

Es ist nämlich bekanntlich für die i^-te elementarsymmetrische 
Funktion 



— 4S — 

•~^ «.!«.!«,:... 4; U/ *3; ""• 

(«,+2«, -5-3«... = r). 

AndereneitB ist aber, wenn j>, die v-te Wronski'sdie FanktioK 
Akjlh bedeutet (Teig^ Seite 9J . 

^' - 2 .^:^!^!... (.TJ 1 2; >3J "'^ 

(«. + 2«,-f3«,-r.-. = r\ 

Es gebt a]£0 in der Tbat die Entwickeloiig der Ckarakteristik 
r, der Operation C\A in die Charakteristik />, der Operadon 

P^J ühetj wenn man (— 1/*~ #. for *^ substitmert- 

AUgemein folgt bieraas, dass. wenn die Charakteristik «ner 

invarianten Operation T{A\ als Funktion Ton r^. r, r^ darge- 

stellt^ die Form F(e^.c^ cj bat- die Charakteristik der rn Ti^lj 

assocüerien Operation gleich F'.j^^.p^ />J ist. 

§ 23. Kit Holfe dieses Satzes können wir die Charaktensukai 

der irrednktiblen Operationen T. . (A* bestimmen. 

Wir geben von der Operation C^A ans: dieselbe ist irre- 
dnkübel, weil es nicht möglich ist, ihre Charakteristik r. als 
Somme zweier symmetrischer Funktionen mit positiven ganzen 
Koeffizienten darzustellen. Folglich ist aach die za ihr assocüerte 
Operation P^A irrednktibel; nnd zwar haben wir za setzen 

C,A = T.......U), r.A = T,iA)- 

Jetzt bilde idi die Prodnkttransformation 

C^AycC^^A, {C,A = P^A = A). 

Die za ihr assocüerte Operation ist P^AxP^^Aj deren Charak- 
teristik gleidi PiPn^i ist. Nun ist aber das höchste Glied von 
PtPn^ gleicb «j; daher enthalt P, J^x P^, J. die Operation P A^ 
d« h. sie ist zerl^bar in der Operation P^A and eine zweite^ die 
idi der Uebersicfat wegen mit 

(39) P.AxP^A'-P^A 

bezeichnen wüL Nach Satz X. moss C^Ax, C,^ A zerl^b&r sein 
in C^A and eine zweite Operation 

(40) C^AxC^A'-C.Aj 
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die der Operation (39) assodiert ist. Die Charakteristiken von 
(39) und (40) sind 



(390 

resp. 

(400 



PtPn^l—Pn = 



Cj C»_| — C|,. — — 



Pn-lP. 
Po Px 



(A = 1) 



(c. = 1). 



Ich behaupte non, dass die Operation (39) und (40) irreduktibel 
sind. Denn wäre die Operation (40), deren Charakteristik mit dem 
höchsten Glied 0^0,0,... o^^ beginnt, nicht äquivalent ^T, 1 1 ... .i(-4.), 
so musste sie C^A^ und also die Operation (39) P»^ enthalten. 
Dies ist aber nicht möglich, weil die symmetrische Funktion (39^) 
das Glied o* nicht enthält, sondern mit dem höchsten Glied 
o*"*©, beginnt. Es ist daher (39) äquivalent T^_^^^{A). 

Ich hebe hervor, dass die Zerlegungen 

n = n und n = 1 + 1 + !+••• + 1| 
resp. 

n = (n— 1) + 1 und n = 2 + 1 + 1 + .. . + 1, 

denen associierte Operationen T- - (-4) entsprechen, zu gleicher 

Zeit selbst associierte Zerlegungen der Zahl n sind. 
Allgemein beweise ich: 



Xn. „Sind 



und 



(32) 



(33) 



*i + ^aH H« = W 



V*i = *l = • • • = *^/ 



Aj + A, + • . . A 



n 



(A,^^ 



• • • 






zwei associierte Zerlegungen der Zahl n, so sind T 

^"^^ ^j 1 1 (■^) associierte Operationen. Die Charakteristik 

®. j . von TL j , (-4) ist gleich der Determinante 



(41) 



n» 



P 



»,-1, 



1» 



Aj + 1 , . . . 

I 

*1 > • • • 



P 



Xi + tf— 1 
^1, + ff — 2 



^*a-^+ A-tf + 2,...-Pz, 



= \P 



X« — « + jl I ' 



Hierin sind alle jp« mit negativem Index gleich Null zu setzen. 

Ich nehme an, der erste Teil dieses Satzes sei bereits für 

alle Zerlegungen (AJ, A^ , . . .) bewiesen, die von niedrigerer Ordnung 
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dind, als die Zerlegung (33). Diese Voraassetznng ist berechtigt, 

weil sie für die beiden niedrigsten Zerlegungen w = l + lH hl 

und n = 2 + lH hl erfüllt ist. 

Auf Grund dieser Annahme können wir schliessen, dass, 
wenn 

(f*i, ftjj • • •) ^ (*i; *» » • • •) (f*i ^f*2 ^ •••) 

ist, die Operation P ÄxP Ax--- keine irreduktible Operation 
T„ ,, (Ä) enthalt, für die 

(Aj j Aj , . . . j < (Aj , Aj , . . .} 

ist. Denn wäre dies nicht der Fall , so müsste , wenn (x| , «i , . . .) 
die zu (AJ, Aj, . . .) associierte Zerlegung ist, nach unserer Voraus- 
setzung T , , (Ä) zu 21, j, {Ä) assoeiiert und daher in 

C ÄxC Ax . . . enthalten sein. Dann wäre aber ©/ cd * . . . 

ein Glied der Entwickelung von c c ... nach Potenzen von 

cDi,©,, . . . d^. Wir haben aber in § 20 gesehen, dass für jedes 
solche Glied die zu (xi,xi, . . .) associierte Zerlegung von nicht nie- 
drigerer Ordnung sein kann als (f*i, f^j, . . .)! ^so müsste (A{,Ai, . . .) 
= (f*i; f*2 > • • •) 2 (A^ , Ag , . . .) sein. Dies ergiebt aber einen Wider- 
spruch. 

Ich betrachte nun die Determinante (41). Zunächst über- 
zeugt man sich leicht, dass dieselbe eine ganze homogene Funktion 
w-ter Dimension der m Grössen co^, Og, . . . ©^ ist. Daher enthalt 
dieselbe nur Glieder von der Form 

(42) Pf,, Pf,, Pf,,' -'j (f*i+f*, + f*8 + --- = n) 

und zwar ergiebt sich aus der Entwickelung der Determinante 
(und ihrer ünterdeterminanten) nach den Elementen der ersten 
Zeile» dass für alle Glieder (42) 

(43) (f*i, ft„ ...)> (A„ A„ . • .) 

sein muss. Ich denke mir nun alle positiven Glieder der Deter- 
minante zu einem Glied t,, alle negativen zu einem Glied t^ ver- 
einigt. Dann wird also 

t = IPia—a + ßl = 'i-^»- 



Da jedes der Produkte p^ p^^ ... die Charakteristik der Operation 
P^ J. X P„ 2I X ... ist, so existieren jedenfalls zwei invariante 
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Operationen TJ^Ä) und T^{Ä)j denen die Funktionen t^, resp. t^ als 
Charakteristiken entsprechen. Nun denke ich mir T^^Ä) und 
T^(Ä) in ihre irreduktiblen Teile zerlegt. Es möge die Operation 
Tv,, 1^3, .. . (-4) in T,(A) genau h^^^ ^^^ . . . Mal, in T,{Ä) genau *^^^ ^^ . . . 
Mal enthalten sein. Dann müssen wegen (43) die Zahlen h^ ^ und 
k^ V , . . . für alle {v^J i;„ . . .) < (Kj ^v • • •) Null sein. Es ist dann 



^v^t> » • * ' 



also 

Nun ist aber, wenn ich 

l[ = A,+m-l , II = A,+m-2, ...Z^ = A^+m-cJ, ?;+, = m-(J-l,...?l,,=l, 1^=0 
setze , 

(44) K-^+ß\ = j\är ' (^, X = 1, 2, ... m) 



Das höchste Glied in der Entwickelung von t ist also gleich 

fl)fi|D{» ...0)1» _ ^,, ^, ;u 

a,pai7-*...ail ^ ^ *•• ^^ " 

Folglich erhalten wir 

^=^(K,,v,,.:. -fc,.„^^...)*r„t.„... = «'J*«>i*--®ä"+J^edr.GHeder. 

Durch successive Vergleichung der Koeffizienten von «o*, osy^^m^j 
®r* ^'^L • • • ß^J^ ^2^ • • • ®0^ *^f beiden Seiten dieser Gleichung (das 
höchste Glied von O^ y. ist <i cdJ'« . . .) erhalte ich also 

V,»^. ..-**„»«... = für aUe (v^v,,...) + (A„A., ...) 

und Ai 1 — ^1 1 = 1 . 

Daher ist die Operation Tj^Ä) in TIA) enthalten ; d. h. T^A) 
zerfällt in zwei Operationen T^Ä) und T{Ä). Es gehört aber 
T{Ä) zur Charakteristik 

1 9 A^i Aj) ... 



1) Vergl. E. Th. Vahlen, Encyclopädie der math. Wissenschaften, Bd. I, S.466' 

4 
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und ist daher äquivalent 2^1, z,, . . . (^)- 

Die zu T(Ä) associierte Operation hat die Charakteristik 
\Cx — a-uÄ ; das höchste Glied dieser symmetrischen Funktion ist 

aber , wie man sich leicht überzeugt , gleich ©** ©J« ... aj*e und 
also sind, wie zu beweisen war, 2^^, x,, . . . (-ä) und T^^^^^^^^{Ä) 
associierte Operationen. 

Da ferner die Charakteristik von 2'^ , x , . . . (^) gleich 



(y,d = 1, 2, . . . q) 



ist, so erhalten wir die Gleichung 

(45) K-'+ßl = K-v+8 



Ist speziell (33) eine zweiseitige Zerlegung der Zahl w, so wird 
2i 1 1 (Ä) = T^ ^ y, (Ä\ also sich selbst associiert. Nach 

dem Ergebnis des § 19 folgt hieraus: 

Xin. „Die Anzahl der irreduktiblen invarianten Operationen 
n-ter Ordnung, die sich selbst associiert sind, ist gleich 
der Anzahl der Zerlegungen von n in verschiedene unge- 
rade Summanden" "). 

Um den Grad 6ri j j der Matrix Ji i i (Ä) zu erhalten, 
genügt es in *x^,z„...i^ 

«l = ß>2 = •• == ©^ = 1 



ZU setzen. Dann wird Px = ( i ) ' ^'^ ~ ( A ) ' ^"^^ ^^ 
erhalten : 



V / A|^ ^2) • • • *(f 






m 



) 



Setzt man 

\ = ^1+^— l> ^9 = ^2 +^""2, ... Iq = Ajy , 

Äj = Xj + p— 1, *j = Xj+p— 2, ... Ä;^ = x^ 
und bezeichnet mit -^(a?i, a?« . . . a?») das DiflPerenzenprodukt 
(a?t-a;J(a;i-a;3) ... (a?j-i»,) (a?,-a;J (a?,-a?J ... (aJ^.i-a?J, 



I 



1) YergL Frobexüas, loc. cit. S. 529. 



-BI- 
SO wird, wie eine leichte Bechnang zeigt, 

ni«! n(»-«)i 



(46') 



TT?(w + a-l)! 

n*«i !!(»•+<•-* -1)' 



a 



Einen eleganteren Ausdrack erhalt man, indem mjBui Ay für 
v>6 gleich setzt nnd O^^^ x„ . . . x^y» was wegen i?« = 1, 1?-« = 
gestattet ist, als Determinante m-ten Grades 

\Pl^^y,^^\ 0*,f = 1,2, .•.»») 

schreibt. Setzt man hierin wieder co^ = 1, so ergiebt sich 

; ii, Zj, . . . x<, m ^ M 2, . . . m) ' 

n(w-f*)! ^ ' ' ^ 

wo J|, Zg, ... V^ dieselbe Bedeutung haben, wie in der Formel (44). 
§ 24. Zu jeder der h irreduktiblen Operationen T^ x . . . x (-^) 
gehört eine primitive Darstellung der symmetrischen Gruppe ©.. 
Die Spuren der darstellenden Matrizen bilden einen einfachen 
Charakter der Gruppe. Nach § 12 erhält man also die k Cha- 
raktere von ©,, indem man die k Determinanten U^ — « + ä 1' nach 

den Potenzsummen s^ entwickelt; und diese Entwickelungen wer- 
den gefunden, indem man für p, 

einsetzt. Der Grad fx^^x^^.^x^ des zu Tx^,X2,...lM) gehörenden 
Charakters ist speziell gleich dem Koeffizienten von -\ in der 
Entwickelung von |i);i^_a+|j|j es ist daher 

(47) /i.,z^...x„ = n! |(;i^_„+^).,| = ?,!?,". jj ^(hh,"'h), 

WO Zj, Z„ . . . ?^ dieselbe Bedeutung haben, wie oben. 

Bezeichnet man die k Zerlegungen n = Aj -f- A, -h • • • in irgend 
einer Reihenfolge mit (1), (2), . . . (X;), so mögen die entsprechenden 

4* 
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Operationen Tu ,,A^) mit T(-'\ä), T(.''\ä), ... 1<^\ä), ilire 
Charakteristiken mit 0^^\ 0^^\ . . . ^(*V ^^ zugehörigen Charaktere 

mit ;c('\-B), Z^^^C^J), . . . X^^\li) bezeichnet werden. 

Ferner wollen wir die Klassen gleichberechtigter Elemente, 
in die ©« zerfällt, mit (0), (1), . . . (Ä^— 1), die Anzahl der Elemente 
der E3assß (q) mit h^ bezeichnen. Bestehen die Permntationen R 
der Klasse (q) ans a^ Zykeln der Ordnung 1, a, Zykeln der Ord- 
nung 2 , u. s. w. , so soU ;kW (E) = xf^ und sf^ sf^ ... = sW 
gesetzt werden; es ist dann ferner 



l«iaJ2«2 «,!... 



Nach Einführung dieser Bezeichnungen lässt sich unser Er- 
gebnis in die Formel 

(48) «'n!<^W= 2* x^^^s^^^ (A = 1,2,. ..ä) 

zusanunenfassen. 

Aus diesen h Grleichungen lassen sich umgekehrt die s^^> als 
lineare Funktionen der 0^^^ darstellen, mnd zwar ist 

(49) sW = 2 Z ^^^ *^^^ • 
Dies folgt leicht aus den Grleichungen^) 

(50) s x^'HH) X^'HS'') = n!, s x^'HR) x^\ii") = 0, 

denen die Gruppencharaktere genügen. 

Die Gleichung (49) igt wesentlich identisch mit der von 
Herrn Frobenius ^) zur Berechnung der Charaktere der symme- 
trischen Gruppe benutzten. 

§ 25. Besonders einfach ist die Bestimmung der Charaktere 

xP') = x^^"^''-"^'^(licc,,a,,...) i» folgenden FäUen: 

1. <y = 2. Dann sei A^ = r, X^ = n—r, also r ^ 



n 



Aus 0^^ = 



Vn-f Pn-r+i 
Pr^i Pr 



— PfPfi—r^Pf—iPfi'^']-! 



1) Frobenius: „üeber Gruppencharaktere", Sitzungsberichte, 1896, S. 985. 
Für die symmetrische Gruppe ist x^X^^) = X^^K^)- 

2) Sitzungsberichte, 1900, S. 519, Formel (6). 
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erhält man 

wo die Snmmation über alle positiven Lösungen der Gleichring 
fi.i+2f*aH — = r zu erstrecken und f *^ j = zu setzen ist, 
wenn (a^ = ist. 
2. 2j = w— r, ig = A, = ... = 2^ = 1. 

Dann wird, wegen der aus (45) sich ergebenden Gleichung 

^n= \Pi+a--ß\, («»/* = l,2,...w) 

Pfi-^i Pn — r+v • • 'Pn — vPn 
Pi "'Pr — vPr 

■*■ "'Pr — 2fPr^i 



1 





• • • • 



• • • • 







und daraus erhält man 



... 1 iJ, 



= c,p^-c^^p^^^+ • •• ± P, ; 






spezieH ist j^in-r.^^,...\E) = /;_^,,,,,... = f*'^ ^). 

3. A, = Aj = ••• = Af = 2, Ay^i ==... = A^j_y = 1. 

Dann ist die zu Aj+Ag-- = w associierte Zerlegung: n= (n—r)+r, 
und daher ist 

« I 

§ 26. Ist T(Ä) eine beliebige invariante Operation n-ter 
Ordnung, so hat man, um die Zahlen h^ ^ zm bestimmen, die 

angeben, wie oft die primitive Operation Tx^^x (A) in T{A) 

enthalten ist, die Charakteristik 



fc^^/Vj,, 



(51) O = S'•n„n„n....«^«'^«^... (^ + ^, + ^3 + -.. = n) 

von T{A) als (lineare) Funktion der Determinanten \px __|^ lpI 
darzustellen. Man erhält diese Darstellung in eleganter Form, 
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indem man die Zahlen r^,^^^ symbolisch durch "^^n^^n/n^''* 
ersetzt, wo das Symbol r^ für v = gleich 1 , für v < gleich 
zu setzen ist. 

Dann wird nämlich 

(52) * = S (%~«+/j| \P%a'-^+^V ^""'^ = 1,2,.. .a) 

wo die Sommation über alle den Bedingungen 

genügenden ganzen Zahlen zu erstrecken ist. Diese Formel er- 
giebt sich, indem man 9 mit der Determinante 

|ai^*| (t,x = 1,2, ...m) 

multipliziert und die Gleichung (44) berücksichtigt^). 

Die Determinanten 1 r;i^_^_p|j 1 , deren Werte sich ergeben, 

indem man in ihrer Entwickelung die symbolischen Produkte 
wieder durch die Zahlen r^ ^ ,.. ersetzt, sind gleich den ge- 
suchten Zahlen h^ ^ _ und müssen demnach nicht negative ganze 

Zahlen sein. Umgekehrt ist diese Bedingung auch hinreichend, 

damit eine symmetrische Funktion (51) die Charakteristik einer 

invarianten Operation sein kann. 

w! 
Ist speziell T(Ä) = II^A, so wird * = cj, also >*» ,n , . = ""i — j — 

Man kann in diesem Falle 



V 

n 



r -M 
^ ~ vi 

setzen und erhält 

Es wird also J^i^^i^.,, gleich dem Grade der zur Operation 
^XX«,...(-^) gehörenden Darstellung der symmetrischen Gruppe 
@^ *). Daraus folgt nach den Sätzen des Herrn Frobenius *), dass 

1) Yergl. Nägelsbach, CreUe's Jonrnal, Bd. 81, S. 281. 

2) Im Falle n= 2 ist demnach II^A in die Operationen C^A und P^A zer- 
legbar. Dieser Satz findet sich bereits bei Herrn B. Igel: „Zur Theorie der 
Determinanten", Monatshefte für Math, und Physik, Bd. 8 (1892), S. 55. 

8) Sitzungsbericbte, 1896» S. 1343, und 1897, _S. 994. 
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die Darstellung der symmetrischen Grrappe, die durch die Ope- 
ration n^A erzeugt wird, der durch die Gruppendeterminante 
von @„ gelieferten äquivalent ist. 

§ 27. Aus der Gleichung (52) lässt sich ein neuer Beweis 
für den Satz Xu. ableiten. 

Ist %{Il) der zu der Operation T{A) gehörende (zusammen- 
gesetzte) Charakter von ©,, so ist 

(52')* = Sirj^_„+J.|p,„_„+^ = S i^^«»..«.-) ,«.«,.., 

I « -rpii « -TP K+2«,+...=n)l«.a »2«»a,... 

Diese Gleichung wird eine in den s identische, wenn man 
in ihr 

m p. = s ftTÄr-lT)"'©"" •• «'.+2A+- = ») 

setzt, lüid zu ihrem Bestehen ist nnr erforderlich, dass die Zahlen 
*■«„♦»,,... ai»d zC^Oj «,,...) durch die Gleichungen 

verknüpft sind, wo die jr \ dieselbe Bedeutung haben, wie auf 

Seite 29. Diese Gleichungen können aber, wenn ich für xiß^ a ...) 
symbolisch t^H^K.. substituiere, ersetzt werden durch 

Nun stimmen aber (53) und (53') abgesehen von den Bezeich- 
nungen überein. Mithin kann ich in (52') px durch r^ und sf^sf«... 
durch j:(-Ba^,«^...) ersetzen. 

Ich erhalte dann 



(54) 



% \"^ai,aa.../ 



2 i%-«+/jr = s '^'---^-' 



Soll nun jr(J.) irreduktibel sein, so muss %{B) ein einfacher 
Charakter sein. Für einen solchen ist aber nach der ersten der 

Formeln (50) die rechte Seite von (54) gleich 1, und da ^;i^— «+/?[ 
ganze Zahlen sind, so müssen sie abgesehen von einer, die gleich 
± 1 ist, alle verschwinden. Daher muss die Charakteristik einer 

irreduktiblen Operation die Gestalt ± P^^^— a+|j haben; es ist aber 
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das höchste GKed der Determinante gleich + cof i co/a . . . © J^, und 
folglich ist das positive Vorzeichen zu wählen. 

Der übrige Teil des Satzes XII. ergiebt sich nun wie in § 23. 

§ 28. Die Gleichung (52') lässt sich, wenn man x{Rf^ ^ \ 

durch t^^t^*... ersetzt, in der Form 

schreiben. Sind nun coj, ©i, . . . (olf irgendwelche Variabele, für die 
sl,p'v,cl die analoge Bedeutung haben, wie Sr,PvjCv für die Varia- 
belen co^, Oj, . . . ai^, so wird, wenn man t^ = 5{, t^ = s'^, ^, = «i, . . . 
setzt, Tv = pl, dagegen , wenn man t^ = s[, t^ = — 5^, ^g = Ki 

Demnach erhalten wir ans (52^) die Formeln 
(65) { 

Die rechten Seiten dieser Gleichungen bedeuten nichts Anderes, 
als die w-te Wronski'sche , resp. w-te elementarsymmetrische 
Funktion der mm' Variabelen 

^fi^li' 1 ft = 1, 2, . . . m, fi' = 1, 2, . . . w'. 



Abschnitt VI 

§ 29. Die Elemente einer invarianten Matrix w-ter Ordnung 
2\Ä) = (-4^^) sind lineare homogene Funktionen der { j 

verschiedenen Produkte «^ x öh'X • • • ^x x • ^ Allgemeinen werden 
unter den Ä^ gewisse lineare Relationen mit konstanten Koeffi- 
zienten bestehen, die für alle Werte der a^i erfüllt sind. Sind 
aber unter den A^^ s, und nicht mehr als 5, linear unabhängig, 
so erkennt man leicht, dass diese Zahl ungeändert bleibt, wenn 
man an Stelle von 1\Ä) eine äquivalente Matrix TJ^Ä) = (A'^^) 
betrachtet. — Es besteht nun der Satz : 

XIV. „Sind T'XA), 1}'\A\ . . . r'XA) die verschiedenen irreduk- 
tiblen invarianten Formen n-ter Ordnung, so sind ihre 
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sämtlichen G^'^+G^'^'+ ... + 0^^ Elemente untereinander 
linear unabhängig." 

Hierbei bedeutet G^> den Grad der Matrix T^^A). 

Denn ist T(A) eine beliebige invariante Form n-ter Ordnung, 
so ist nach dem eben Gesagten die grösste Anzahl s der linear 
unabhängigen unter ihren Elementen jedenfalls nicht grösser, als 
die Gesamtanzahl der Elemente der h irreduktiblen invarianten 
Formen 2^^^), also < UG'^'^ Setzt man aber T(A) = n^A, 
so treten in T(A) sämtliche Produkte ct^x ct^x *" ciyii als Ele- 

mente auf. Würden daher unter den Elementen der P^A) 
lineare Beziehungen bestehen, so müsste 

(56) sG*' =.(»••+;-') 

sein. Setzt man aber in der ersten der Formeln (55) m' = w, 
0,^= o;, = 1, so wird [pi^-«+pI = \p^-a + ß\ = <?x,;i„... nnd 

die rechte Seite wird gleich 1 j, man erhält also in 

Widerspruch zu (56) 

(57) 2 G*" =('"'+;*-M. 

Der Satz XIV. ist der spezielle Fall eines allgemeinen Satzes 
über Systeme komplexer Haupteinheiten, den Herr Molien^) in 
seiner Arbeit: „lieber Systeme höherer komplexer Zahlen" be- 
wiesen hat, und bildet ein Analogen zu dem Satze des Herrn 
Frobenius*), dass die sämtlichen zu einer endlichen Gruppe Ä-ter 
Ordnung gehörenden primitiven Gruppenmatrizen zusammen h un- 
abhängige Variabele enthalten. 

Mit HüKe dieses Satzes sind wir imstande für jede invariante 
Form T{A) die erwähnte Zahl s zu bestimmen, wenn uns die 
Charakteristik O von T{Ä) bekannt ist. Zu diesem Zwecke haben 
wir nur nach § 26 $ als Funktion der ®^^^ = \pi ^a+ß\ darzu- 
stellen. Ist 

und sind unter den Koeffizienten x^, die nicht negative ganze 



1) Math. Ann. Bd. 41, S. 124. 
2)^SitKi]ngsbericht^,, 1897. S.,994. 



- 88 - 



ZaMen sind, x. ,x, ,.. .». von Null vtoscliiedeii, so ist die gesachte 
Zahl s gleich 

a«Vö*'"+...+o«'. 

Da nun untei* den invarianten Operationen die Döterminanten- 
transformationen C AxC jIx---, Cji(C,J.) u. s. w. enthalten 

sind, so erhalten wir eine Methode, Aufgaben über die lineare Ab- 
hängigkeit von Determinanten auf entsprechende Aufgaben aus der 
Theorie der symmetrischen Funktionen zurückzuführen. 

§ 30. Ich will für den Satz XIV. oder, was dasselbe ist, für 
die Gleichung (57) noch einen zweiten Beweis anführen, der sich 
auf die Betrachtung einer speziellen invarianten Operation stützt. 

Ich habe bereits auf Seite 33 erwähnt, dass die Gleichungen 
(I.), welche die invarianten Matrizen 



(88) 






charakterisieren, als die definierenden ^Meichnngen eines Systems 

j komplexen Haupteinheiten aufgefasst weHen 

können. 

Es mögen allgemein die r Symbole e^, e,, . . . e^ die Basis eines 
komplexen Zahlensystems bilden, und zwar sei 



(59) 



^< ^» = 2 y<*. ^. (i, Ä, s = 1, 2 , . . . r). 



Dann müssen bekanntlich die r' Zahlen y^ folgenden Bedingungen 
genügen : 

1. es ist 



(60) 



8s:l 8 = 1 



2* die Determinanten 



r 




r 


^Yv.^i 


> 


Sy*«:. 


•=i 




i— 1 



verschwinden nicht identisch, d. h. nicht für jede Wahl der x^ . 
Sind 

zwei beliebige Zahlen des Systems und setzt man 

y = XU = yiöi + yt^ + '^t'r^i'» 
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80 stellen sict die Parameter y, als bilineare Formen der Para- 
meter x^ nnd u^ dar, und zwar ist 

Bezeichnet man die Matrix r-ten Grades 
(61) (yj (i,5 = l,2,...r) 

mit Fj, so folgt aus den Gleichungen (60), dass die r Matrizen T^ 
das gegebene Zahlensystem „darstellen," d. h. es ist 



n=l 



Die Bedingung 2. lässt sich folgendermassen ausdrücken: die 
r Matrizen (61) sind linear unabhängig und es lassen sich r 

Zahlen «j, «,, . . . «^ so bestimmen, dass 2 ^m^n gleich der Einheits- 
matrix r-ten Grades wird*). 

In unserem Falle sind die komplexen Einheiten e^je^f. .. e^ durch 

zu ersetzen. Die Zahlen 



die ( j = f Symbole 



Xj 3(n • • • X|. 



_A< An • • • A^ 

y^, lassen sich folgendermassen charakterisieren. Sind Ä = {a^ 

und B = (bj) zwei Matrizen w-ten Grades, G = (c^) die aus 

ihnen zusammengesetzte Matrix, und ersetzt man in (59') die 
Parameter x^ in irgend einer Reihenfolge durch die r Produkte 

die Parameter u^ durch die entsprechenden Produkte 



so werden die y^ gleich den Produkten 

1) Vergl. Study, Encycl. der math. Wissensch. Bd. I, S. 147. 

2) Umgekehrt erkennt man leicht, dass die r" Zahlen yf^^ den Bedingungen 
1. und 2. genügen, wenn sich r linear unahhängige Matrizen AifA^^.^.A^ derart 

r 

bestimmen lassen, dass die Gleichungen A^A^ =2 7th$ ^$ bestehen, und dass 

«=1 

r 

die Einheitsmatrix sich in der Form y\ a^ Ä^ darstellen l&sst, 
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Die Zahlen y^», sind also durch die Entwickeltmgen der (c) 
als lineare Formen der (a) nnd (b) zu bestinunen. 

Ich betrachte jetzt diejenige invariante Matrix Tj[Ä) des 

Grades ( )> die dadurch entsteht, dass man in (58) für 

die L\** *\* di^ entsprechenden Matrizen F, = (y^j,) einsetzt. 

Um nun zu entscheiden, in welche irreduktiblen Operationen T« (Ä) 
zerlegbar ist, habe ich die Charakteristik 

m 

von T»(ui) zu bestimmen. *• 

Die Zahl r giebt an, wie oft das Produkt a.^a^l • . . ««1 

in der Hauptdiagonale von T^(^) vorkommt. Der Definition der 
Zahlen y<», gemäss habe ich in jeder der Entwickelungen der r 
Produkte (c) den Koeffizienten von 

ZU ermitteln und die Summe dieser Koeffizienten zu bilden. Nun 
enthält aber die Entwickelung von (c) nur dann ein Glied der 
Form (d), wenn unter der Indices A„ A,, . . . X^ genau n^ gleich 1, w^ 
gleich 2 , . . . w^ gleich m sind ; und ist diese Bedingung erfüllt, so 
ist der gesuchte Koeffizient gleich 1, wie unmittelbar ersichtlich 
ist. Folglich ist r gleich der Anzahl der verschiedenen 

Produkte 
also gleich 



/w + nj — 1\ / w + w, — 1 \ /w + w^ — 1\ 



demnach ist 



Um nun diese symmetrische Funktion nach der in § 26 an- 
gegebenen Methode durch die 9^^^ darzustellen, hat man die dort 

eingeführten Symbole r^ durch die Zahlen ( J zu ersetzen ; 

dann wird aber 
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Mithin tritt in der Zerlegung der Operation T^{Ä) in ihre 
irreduktiblen Teile jede irreduktible Operation P^\Ä) genau so 
oft auf, wie ihr Grad 6r*^^ angiebt*). Da nun der Grad von T„(J.) 

gleich ( ) ist, so erhalten wir wieder 



y^Q^r ^ /m" + n-l\ 



Abschnitt VH. 



§ 37. Die in der Einleitung gegebene Definition der in- 
varianten Operationen kann noch verallgemeinert werden. Es 
seien 

Matrizen der Grade a, resp. b,c,..., 

eine zweite Reihe von Matrizen derselben Grade a, 6, c, . . . ; hierbei 
sollen die Grössen a j > «\ ? ^ v^' V " nnabhängige Variabele be- 
deuten. Ich stelle mir die Aufgabe, alle Matrizen T(-4, B,C, . . .) 
zu bestimmen, deren Elemente ganze rationale Funktionen der 
a* + 6* + c' H Variabelen a . , 6 - , ^^ 7 • • • sind, und welche der 

Bedingung 

(62) T{ÄA,, BB,, CC,,...) = T{A, B,C,.. .) T(Ä„ B„ C;, . . .) 

genügen. Ich will dann T( J., B, C, . . .) eine invariante Matrix 
oder Form von Ä, B, C, . • • nennen. Man definiert für dieselben 
die Begriffe der Aequivalenz und der Zerlegbarkeit ebenso, wie 
es in der Einleitung für die aus einer einzigen Matrix A gebildeten 
invarianten Matrizen geschehen ist. Ebenso soll unter der Cha- 



1) Nach Formel (55) ergiebt sich 

(a, +2cfj+... = n); 

die rechte Seite dieser Gleichung ist die Charakteristik der invarianten Ope- 
ration P»(JS7mX^)i dieselbe ist daher der im Texte betrachteten äquivalent 
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rakteristik von T(-4, Bj C, ., .) die Sunüne ihrer charakteristischen 
Wurzeln verstanden werden. 

Es soU gezeigt werden, dass der neu eingeführte Begriff auf 
den bisher behandelten zurückgeführt werden kann. 

Es mögen zunächst nur zwei Matrizen Ä und B in Betracht 
gezogen werden. Aus (62) erhalten wir 

I 1{A, B) = T{A, E,) T(E, , B) 
^ \ = T(E,, B) T{A, E,), 

WO E^ und Ef, die Einheitsmatrizen der Grade a und b bedeuten. 
Die Elemente der Matrix T(A, E^ sind ganze rationale Funk- 
tionen 9 (o -) der a* Variabelen a - allein, und es ist 

T{A,E,)T{A,,E,)= T{ÄA,,E,)i 

folglich ist T(A,Ej^) = T(A) eine aus A gebildete invariante 
Form; ebenso ist T(E^,B) = T^{B) eine invariante Form von 
B. Die Gleichungen (63) lehren uns, dass die Matrizen T (A) und 
T,(5) untereinander vertauschbar sind. Ich denke mir nun eine 
(konstante) Matrix Q von nicht verschwindender Determinante 
derart bestimmt, dass ^*T (A) Q in irreduktible Matrizen 

deren Grade ^1,^2, ...^^ sein mögen, zerfällt. Denke ich mir für 
Q'^ 1\A,B)Q wieder T{A,B) geschrieben, so sei 

T(E„ B) = T.(J5) = (MJ, (t, X = 1, 2, . . .p) 

WO M eine aus r Zeilen und r Spalten bestehende Matrix be- 
deutet. Aus der Vertauschbarkeit von T(J.) und Ti(JB) folgt 

T\A)M = M T (A). 

Sind nun T (A) und T (A) nicht einander äquivalent, so sind 

ihre Elemente untereinander linear unabhängig ') und daher muss 

M =0 sein. 
*x 



1) Hierbei wird stillschweigend die Voraussetzong gemacht, dass der grösste 
vorkommende Grad n/ der Funktionen q> (a . ) nicht grösser ist als a. Dies ist 

insbesondere stets der Fall, wenn die Elemente von T(A, B) lineare Funktionen 
d^r Yadabelen h^ and a^ sind. 
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Daraus folgt, dass Tj(5) und also auch T{Ä, B) = T(-4);Tj(jB) 
stets dann zerlegbar ist, wenn unter den in T(J.) enthaltenen 
irreduktiblen Operationen zwei von einander verschieden, d. h. 
nicht äquivalent sind. 

Soll also T{AjB) irreduktibel sein, so müssen die T {A) alle 

einander äquivalent seiix, und ich kann Q so wählen, dass 

TM) = TM) = TM) = T{Ä) 

wird. Alsdann sind aUe-M^^ mit T{Ä) vertauschbar und müssen, 

wegen der linearen Unabhängigkeit der Elemente von T{Ä)y aUe 
die Form 9?^^ E^ haben, wo 9?^^ eine Funktion der Variabelen 

i^l und r den Grad der Matrix T{Ä) bedeutet. Bezeichne ich die 

Matrix p-ten Grades (9^^) mit T'{B), so wird 

T{E^, B) = T,(:B) = r{B) X E^, 

und es muss T\B) eine invariante Form von B sein. 
Andererseits kann ich aber setzen 

T(^) = E,x T(A), 

folglich wird 

T{A,B) = r(B) X T{A). 

Man überzeugt sich nun leicht, dass T{AfB) nicht irreduk- 
tibel ist, wenn 1" (B) zerlegbar ist. 

Wir sehen also, dass sich jede irreduktible Matrix T{Ä, B) 
auf die Form T^{B) x T{Ä) und also auch auf die Form 
T{A) X r{B) transformieren lässt, wo T{A) und T\B) primi- 
tive invariante Matrizen sind. Umgekehrt ist aber auch jede 
Produktionsformation T{A) x T'(B) eine invariante Matrix von 
A und B und zwar eine irreduktible, wenn es T{A) und T' (B) 
sind. Dies folgt daraus, dass alsdann die Elemente von T(A) X T{B) 
untereinander linear anabhängig sind. 

Ebenso überzeugt man sich leicht, dass, wenn T{A) und T^ {Ä) 
oder T^{B) und T[{B) verschiedene primitive Operationen sind, 
auch die Elemente der beiden Matrizen T(A) X T'{B) und 
jTj {A) X T[ (B) untereinander linear unabhängig sind. 

Auf Grund dieses Bemerkung können wir genau dieselbe 
Schlussweise auch auf den Fall dreier Matrizen A, B^ C anwenden, 
Allgemein ergiebt sich: 

XV. „Man gewinnt sämtliche irreduktiblen invarianten Formen 
T{AjB,C y.. .), indem man die Froduktionsformationen 



i 
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(64) T(Ä) X r{B) X r'(C) X . . - 

büdet, wo T{Ä),T'{B), r{C),... beUebige primitive in- 
variante Operationen bedeuten^. 
Die Charakteristik der Form (64) ist gleich dem Produkte 

der Charakteristiken von T{A\ T' (5), T" (C), Bezeichnet man 

die charakteristischen Wurzeln der Matrizen -4, -B, C, . , , mit 
«1, «2, . . . ««, resp. mit ß^, /?„••• /**; Vv yl . . . y. n. s. w., so folgt 
aus XV., dass'die charakteristischen Wurzeln einer jeden invarianten 
Matrix T{Ä, -B, C, . . .) Produkte der a, ß, y,. . . sind, und dass die 
Spur von T(-4., B, C, . . .) als Summe von Produkten der Form 

/i K> «»»••• «JA ißv ßii'" ß,)fs(yv y.» • • • y.) — 

dargestellt werden kann, wo f^, /„ /"j, . . . ganze homogene symme- 
trische Funktionen ihrer Argumente sind. 

Man beweist auch leicht den Satz: 

XVa. „Jede invariante Form T(A, B,Cy ,. .) ist nur auf eine einzige 

Art in irreduktible Formen zerlegbar. Zwei invariante 

Formen sind dann und nur dann äquivalent, wenn ihre 

Charakteristiken übereinstimmen." 

Sind speziell die Elemente von T{A, B, C, . . .) homogene lineare 

Funktionen der Variabelen a ., 6 , , c - , . . . , so kommen für die 

irreduktiblen Formen (64) nur die Matrizen Ä, B, C, , . , in Be- 
tracht. Daher ist jede so beschaffene Form T(Ä, B, C,...) — 
wenn ihre Determinante nicht identisch Null ist — einer Matrix 
der Gestalt 



(A 



'A 



B 



B 



B 



C 



C 



"C 



äquivalent ^). 

§ 32. Die zuletzt gemachte Bemerkung lässt eine wichtige 
Anwendung zu. 

Die bisher abgeleiteten Sätze über die invarianten Operationen 
T{A) sind unter der Voraussetzung bewiesen worden, dass die 
Ordnung n von T(A) nicht grösser ist als der Grad m der Matrix 



1) Vergl Frobenius, Sitzungsberichte 1899, S. 482. 
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A. Ich will zeigen, dass der Fall n:>m sieb auf den Fall n < m 
znrückführej^ lässt. 

Ich bezeichne allgemein die Matrix r-ten Grades (0^,1), deren 
Elemente unbestimmt gelassen werden, mit J.,. Dann sei T[A^ 
eine beliebige invariante Form w-ter Ordnung; ich denke mir T(A^ 
so transformiert, dass r(X) für jede Diagonalmatrix X = {x^8^^) 

selbst eine solche wird. Durch Vertauschung der Zeilen und 
Spalten von T{A^ kann ich erreichen, dass, wenn m eine gegebene 
ganze Zahl bedeutet, die kleiner ist als n, die r ersten Diagonal- 
glieder von T(Z) nur von x^^ x„ ..'. x^ abhängen, dagiegen die s 
letzten mindestens eine^'der Grössen x^^^ , a?^„ . . • a;, als Faktor 
enthalten. Dann hat T(A^^ wie sich aus den Ausführungen des 
§ 8 ergiebt, die Form 



(65) ^(^) = ffi;S' 



wo die Elemente der Matrix r-ten Grades M^^ nur von den w? 
Variabelen 

^t* {h * = 1, 2,. ..w) 

abhängen, dagegen die Elemente der drei übrigen Matrizen Jf^^, 

Jf,i, Jf„ alle verschwinden, wenn A^ durch ( ^" j ersetzt wird. 

Man sieht leicht, dass M^^ eine aus A^ gebildete invariante Form 
repräsentiert ; ich will dieselbe die durch T{A^ erzeugte invariante 
Form T(J.J nennen. 

Man erhält die Charakteristik von T{A^^ indem man in der 

Charakteristik * = S ^n^, w, , . . . <»?* (o^ ... von T{A^ 

setzt. Speziell hat T{A^ keine wirkliche Bedeutung, wenn 
-Ma» = ^(A) ist: dies tritt dann und nur dann ein, wenn in allen 
Gliedern ^^^,^2,...«« ®?^ ©J^ . . . o?* von * mehr als m Exponenten 
positiv sind. 

Ich beweise nun: 
XVI. „Sind T{A^ und T^{A^) äquivalente Operationen, so sind 
auch die durch sie erzeugten T{AJ und T^{A^ äquivalent." 

Es sei nämlich in Analogie mit (66) 

T(A \ - F^^-^' ^"] T (A) - /^«(^•^' ^'A 
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Ersetzt man A^ durch X = {x^ d^^), so möge T{A^ übergehen in 

X„ Jlf g, in Xj , dann ist T{X) = ( * -ü- ), nnd hierin hängen die 

Diagonalglieder von X^ nur von x^, x^, . .. x^ ab, während X^ = 
wird, wenn x^^^ = x^+^ = . . a?^ = gesetzt wird. Durch Ver- 
tauschung der Zeilen und Spalten von T^{Ä^) kann ich erreichen, 
dass r,(X) = T{X) wird. Ist aber dann T,{A^) = S" T(Ä^) S, 
so ist die Matrix S mit ^(X) vertauschbar und zerfällt daher, 
da die charakteristischen Gleichungen der Matrizen X, und X^ 
offenbar keine Wurzel gemeinsam haben, in zwei Matrizen S^ und 
S, (vergl. Seite 9), und wir erhalten T, {ÄJ = S^' T{AJ S,. 
§ 33. £s mögen nun 

die sämtlichen verschiedenen primitiven invarianten Formen w-ter 

Ordnung repräsentieren. Setzt man wieder A^ = I ^~ j, so werden 

diejenigen ^^^(-4), deren Charakteristiken mit einem Glied 
oji oj« . . . (ol^ beginnen, in dem 6 :> m ist, alle Null, während die 
übrigen die invarianten Formen 

(66) T^"(^J, r-(AJ,... T:^)(^J 

erzeugen mögen. Dann sind offenbar die T^\AJ alle nicht zer- 
legbar, weil ihre Elemente linear unabhängig sind. Sie enthalten 

insgesamt ( ) ^^ ^ linear unabhängige Elemente, die 

lineare homogene Funktionen der 1 j Produkte 

(67) a^^j^^ a^^j^^. . . a^^^^ (x„ A^ = 1, 2, . . . w) 

sind. Denn nach Satz XVI. lässt sich offenbar die durch 11^ A^ er- 
zeugte Operation H^A^, welche die sämtlichen Produkte (67) als 
Elemente enthält, in die Formen (66), jede mehrmals genommen, 
zerlegen. 

Ersetzt man nun die Produkte (67) durch r unabhängige 
Variabele x^, a?„ . . . x^y so werden, wie man unmittelbar sieht, die r 
Elemente der k' Matrizen (66) selbst unabhängige Variabele. 
Es werde dann 

alsdann lassen sich die Variabelen x^ als homogene lineare Funk- 
tionen der Variabelen x^^^ darstellen. 
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Ist nun B^ eine zweite Matrix m-ten Grades, und setzt man 
CL = -^m^m» so möge X^*^ in Y^^ oder Z^^^ übergehen, wenn man 
für A^ die Matrix B^ oder C^ substituiert. Die Gleichung 
r^\AJ P^'{BJ = T^'iCJ besagt dann, dass X^'^ Y^' = Z^' ist. 

Es sei T(AJ) eine beliebige invariante Form w-ter Ordnung, 
deren Determinante nicht identisch verschwindet. Ersetzt man in 
ihr die Produkte (67) durch die Variablen x^, so lassen sich ihre 

Elemente als homogene lineare Funktionen der r Variabelen 
x^^^ darstellen. Es lässt sich aber dann T{AJ als eine aus den 

Matrizen 

(66') X«>, X^«,... X(^) 

gebildete invariante Form auffassen und ist daher nach dem am 
Schluss des § 32 gefundenen Ergebnis in die Matrizen (66'), jede 
eine gewisse Anzahl von Malen genommen, zerlegbar. Soll also 
T{A^) speziell selbst irreduktibel sein, so muss sie einer der 
Formen (66) äquivalent sein ^). Daher ist die Anzahl der ver- 
schiedenen invarianten Operationen w-ter Ordnung T(AJ gleich ä', 
also gleich der Anzahl der Zerlegungen der ganzen Zahl n in 
höchstens m gleiche oder verschiedene positive Summanden. Man 
schliesst jetzt leicht, dass T{A^) nur auf eine einzige Art in irre- 
duktible Formen zerlegbar ist, und dass diese Zerlegung durch 
die Charakteristik von T{AJ eindeutig bestimmt ist (vergl. Satz 
VIIL und IX.). 

§ 34. Ich will jetzt einige Beispiele für die aus mehreren 
Matrizen J., J5, C, . . . gebildeten invarianten Formen T{A, B, C, . . .) 
anführen. 

1. Ein solches bietet sich dar, wenn man eine invariante 
Form T{A) für den Fall betrachtet, dass A in zwei oder mehrere 
Matrizen niedrigeren Grades zerfallt. Ist nämlich 



(68) A 



-(N). 



und betrachtet man die Elemente von A^j A^, , . . A^ als unab- 
hängige Variabele, so kann man offenbar T(A) als eine invariante 
Form der Matrizen A^, A^, , . , A^ ansehen. Daraus ergiebt sich 
nach Satz XV., dass man jede invariante Form T{A) so trans- 



1) Die hier angewandte Beweismethode ist der auf S. 64 zitierten Abhand- 
jung des Herrn Frobenius entlehnt. 
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formieren kann, dass sie in eine Reihe von Produktransformationen 

zerfällt, sobald A die Gestalt (68) besitzt. 

2, Von Interesse ist femer die invariante Form 

(69) P^iÄ X B X C) 

der drei Matrizen Ä, B und (7. Es seien, wie in § 31, «i, «,,... a^, 
resp. /S„ /Sj, . . . /Sj ; y^ ^2» • • • Yo die charakteristischen Wurzeln von 
A, Bj C] ich bezeichne mit s^, 5^, s^ die t^-ten Fotenzsnmmen 

mit 9^^ resp. mit $f^ 9f die Charakteristiken der irredaktiblen 
invarianten Formen »-ter Ordnung 

T^'{Al T^\B\ T^\C). 

Die charakteristischen Wurzeln der Matrix Ax B x G sind 
die abc Produkte a« ß^ y^, die Summe der t/-ten Potenzen dieser 

Wurzeln ist gleich ^v ^v si Daher ist die Charakteristik der 
Form (69) gleich 

Nach Satz XV. lässt sich (69) in Produktionsformationen 

(70) T^'(A) X T^\B) X T'^iO) 

zerlegen. Ist (70) in (69) f^^^ Mal enthalten, so wird 

<^'> *-Sgi::(i|i)-(^i)-... = gf.,.*"'«?'*'.-. 

Die Zahlen fj^^^ haben eine einfache Bedeutung für die Charaktere 
der symmetrischen Gruppe w-ten Grades. Es möge nämlich, 
wie in § 24, der Operation t^\A) der Gruppencharakter j^^\B,) 
entsprechen. Ersetzt man in (71) sf» sj« ä*» . . . durch %^^ (R^ x « . )> 

1> '*2> *8 • • • *1> *2» *8> * * • 

mutation den n Ziffern 1, 2, . . . n bedeutet, die aus x^ Zykeln der 
Ordnung 1 besteht, x, Zykeln der Ordnung 2, u. s. w., so hat 
man (vergl. § 27) 

<pa) = 1, $a') = (r 4= A) 

«^) = 1, *?*') = il^'^k^l^) 
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20 setzen ; es ist daher 



x.I«,!x,!... \lj \2) [3) "• 

Andererseits ist aber 

3<i! X,! X3! . . . \l) \2) \8) •••' 
folglich ergiebt sich 

• 

Diese Formel enthält die Regeln, nach denen, wie sich Herr 
Frobenius^) ansdrückt, die Composition der Grnppencharaktere 
erfolgt. Die Zahlen f^^^ lassen sich dnrch die Charaktere dar- 
stellen, es ist nämlich^) 

In derselben Weise findet man, dass die Charakteristik der 
invarianten Porm 

T*\A X B) 
gleich ist 

s u, *^' «r, 

wo die Zahlen fx^^ dieselbe Bedeutung haben, wie oben. 



Abschnitt Vm. 

§ 35. In diesem Abschnitt soll eine Methode zur wirklichen 
Darstellung der primitiven invarianten Formen w-ter Ordnung 
entwickelt werden. 

Zu diesem Zwecke greife ich auf die Ausführungen der §§ 3 
und 4 zurück. Es sei T(A) eine beliebige invariante Matrix, 

(72) 9i(y)»9«(y)»---9>r(y) 

ein zu der linearen Substitution T{A) = {A ) gehörendes trans- 

1) „Ueber die Composition der Charaktere einer Gruppe,*^ Sitzungsberichte, 
1899, S. 330. 

2) ibid. Formel (4). 
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formables System. Ich nehme an, es seien unter den r Funktionen 
(72) die s ersten linear unabhängig, die übrigen r — s = t lineare 
homogene Funktionen dieser S] und zwar sei 



8 



Vs + r^y) =^2^'r(y9>/y). (^ = 1,2,. .-0 



WO die st Grössen c Konstanten bedeuten. 



ta 



Dann erhalte ich aus g>^{y) = S ^p^^ 9^^^/ (^)> ^®^^ 

(73) Ä^ + A^^^, c,^ + Ä^^^ c,, + '" + Ä^^^ c,, = B^ 

{Q = lj2,...r,a = l,2,.,.s) 
gesetzt wird, 

Andererseits ist aber 

9,+ ,(!') = S ",, 9^ (y) = S %, i^aa' n- (^)' 

und daraus folgt, da qp^ (x), g), (^r) , . . . q>, {x) linear unabhängig sein 
sollen, 

(74) B^^^^„^ic,B^,^. 

Ich teile nun die Matrix r-ten G-rades (J.^J durch zwei auf- 
einander senkrechte Schnitte, die zwischen der 5-ten und s + 1-ten 
Zeile, resp. Spalte verlaufen, in vier Teilmatrizen, so dass also 



wird. Femer bezeichne ich das Koeffizientensystem 

^11 ^12 • • • ^1» 
^«1 ^22 • • • ^1» 

^«1 ^«2 • • • ^«» 

mit C und die Matrix (^' ^\ mit L, wo E, und E, Einheitsma- 
trizen bedeuten. Dann ist |i| = 1 und die zu L inverse Matrix 

(TP (\\ 
— P Fr 
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Nach Einführung dieser Bezeichnungen lassen sich die Grlei- 
chongen (73) and (74) in die Matrizenformeln 

ÜB ,) = M,, + M,, C, 

(74') M,, + M„C= C (Jf „ + M,, C) 

zusammenfassen. Daher wird 

(74") / 

_ (M,, + Jf., G, M,, \ 

~\ 0, M„-CMj' 

Hierin sind, wie man unmittelbar erkennt, auch die Matrizen 
J/„ + JKi, C und JI/„ — CM^t invariante Formen der Matrix Ä. 

Wenn daher (vergl. Seite 15) unter den r Elementen einer 
Kolonne der Matrix T(A) s linear unabhängig, die übrigen r— s = f 
dagegen lineare Funktionen derselben sind, so lässt sich eine zu 
T{A) äquivalente Matrix bUden, welche die Gestalt 

(75) r^(^)^ ] 

hat, wo T^(Ä) und T^(Ä) wieder invariante Matrizen der Grade 
s und t sind. Ebenso lässt sich, wenn unter den Elementen einer 
Zeile von T{Ä) s linear unabhängig, die übrigen lineare Funk- 
tionen derselben sind, nach den Ausführungen des § 4, die zu 
T(Ä') konjugierte Matrix T {Ä') = T{A) auf die Form (75), und 
demnach T{Ä) auf die Form 

^^^) \ M' TIM)) 

transformieren. Ich bemerke, dass T{A) auch den Matrizen 

(TM) \ (T^M) \ 

[ T,(^)j'"'P-l T,(^)j 

äquivalent ist; denn in der That sind die Charakteristiken dieser 
Matrizen gleich der Charakteristik von T(Ä). 

§ 36. Wird T{Ä) = (Ä^) eine Diagonalmatrix, sobald 
Ä= X = (x d ) gesetzt wird, so wird jedes Element Ä^^ wenn 
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man jedes a durch x a y ersetzt, wo x und y beliebige Va- 
riabele bedeuten, einen gewissen Faktor 

heraustreten lassen. Ich will dann sagen, das Element Ä^^ sei 
vom Gewichte [a^, «„ . . . «^ ; /J, , ft , . . . i^J. 

Man überzeugt sich leicht, dass, wenn I\ (Ä) = {ÄJ) eine zu 
T(Ä) äquivalente Matrix ist, für welche T, (X) ebenfalls eine Dia- 
gonalmatrix ist, die grösste Anzahl s der linear unabhängigen 
unter den Elementen von gleichem Gewichte ungeändert bleibt, 
wenn man T(A) durch T^(Ä) ersetzt. 

Es seien nun A, + A, H \-X^ = n und x^ + x^-i f- v = w 

zwei associerte Zerlegungen der Zahl n; dann wissen wir, dass 
die primitive invariante Form T ^ ^ . (^) in der Produkttrans- 

f ormation 

C(Ä) = C ÄxC AX...XC A = (AJ 

enthalten sein muss. Bildet man C (A) nach den Vorschriften der 
§§ B und 6, so wird C (X) eine Diagonalmatrix sein und die erste 
Kolonne von C{A) wird sämtliche Elemente A^ vom Gewichte 

(76) [f*!, f^s) « • • f^» ) ^v ^i> • • • K] 

enthalten, wo f^i^ f^a ^ • • • f&« beliebige der Bedingung f*i + ftg H 

+ ^^ = n genügende ganze positive Zahlen bedeuten. 

Sind nun unter diesen Elementen $ linear unabhängig, die 
übrigen t lineare Funktionen dieser $, so können wir durch passende 
Vertauschung der Zeilen und Spalten von G{A) erreichen, dass 
die erwähnten $ Elemente in der ersten Kolonne an erster Stelle 
stehen. 

Geht dadurch C(A) in ff(A) über, so ist auch O {X) eine 
Diagonalmatrix, welche, wie C{X\ in der ersten Kolonne das 

Glied a?/ V . . . xf enthält. Wir können nun nach dem Ergebnis 

des vorigen § eine Matrix L von nicht verschwindender Deter- 
minante bestimmen, so dass C^ {A) = L'^ C'(A) L die Gestalt 



(T, (A) M \ 
\ T,{A)) 



annimmt, wo die invariante Matrix Tj^{A) vom Grade s ist. Ich 
behaupte, dass T^(A) äquivalent T . JA) ist. 
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Es ist nämlich (vergl. Fortnel (74")) L mit (7 (X) vertanschbar, 
also ist C^{X) = C(Z), und T^{X) enthält daher in der ersten 

Kolonne das Glied x^ x^ -"X°. 

Folglich stehen alle Elemente vom Gewichte (70) der Matrix 
(7j {A) in der ersten Kolonne von T^ {Ä) und müssen, da ihre An- 
zahl gleich s ist, untereinander linear unabhängig sein. 

Wäre nun T^ {A) in T[{A) und T[' {A) zerlegbar,' so könnte nur 

eine der Spuren von T^ (Z) und T[ (Z) das Glied x^ x^ . .. x^ ent- 
halten, und man könnte (7j (A) durch eine äquivalente Matrix 
C^{A) ersetzen, in der die Anzahl der Elemente vom Gewichte 
(76) kleiner wäre als s. Dies ist aber nicht möglich, da 0^{A) 
und G {A) äquivalent wären. Da nun die Charakteristik von 2\ (A) 

XX X 

mit dem Glied co^^ co^^ ...mf beginnt, so ist, wie zu beweisen war 
T^(A) äquivalent T. . , (A). 

Wir erkennen zugleich, dass die hier betrachtete Zahl s gleich 
ist dem Grade G, , , der Matrix T (A), 

Man sieht leicht ein, dass diese Zahl auch die grösste Anzahl 
der linear unabhängigen unter den Elementen der ersten Zeile 
von C(A) angiebt. 

§ 37. Ich will für das eben Gesagte ein Beispiel anfuhren. 

Es sei 



(a) 



^11 ^la • • • ^ii 



«pl öpj . . . ttp^ 



ein System von p Zeilen und m Spalten, und es sei p <c fn. 

Die Grössen a sollen, wie stets, unabhängige Variabele be- 

deuten. Aus (a) lassen sich | J = m^ Determinanten des 

Grades p bilden und aus diesen pp"*"**" )~^ verschiedene Pro- 
dukte von je w. 

Ich stelle mir die Aufgabe, zu bestimmen, wie viele unter 
diesen r Produkten, als Funktionen der a betrachtet, linear un- 

abhängig sind. 

Zu diesem Zwecke ergänze ich das System (a) durch Hinzu- 
fügung weiterer m—p Zeilen zu einem quadratischen System A 
und bilde die Produkttransformation 
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CjAxOpAy^-'xCpA — II^(CpA). 

Bann stehen die zn betrachtenden r Produkte alle in der 
ersten Zeile von njiCpA)^ und diese Zeile enthält kein von 
diesen verschiedenes Element. Daher ist die gesuchte Anzahl s 
gleich dem Grad der irreduktiblen invarianten Form jP^ ^ ...n(-^) 
also ist (vergl. Formel (46')) 

\P-y+*/ \ n-a+ß )\ \y,tf = 1,2... nj 



$ 



n— 1 



n 



v=o 



{m+v)lvl 



{m—p + v)\(p + v)l 



n 



X=l 



(m+w-A)!(A-l)! 
(n+p-A)f(»i-A)! 



«—1 /m + vN j> / 



n 



i> /m + n— A 



n 



n 



) 






Thesen. 

I. 

Die unvollständige Induktion spielt in der mathematisclien 
'Forschung eine wesentliche Rolle. 

n. 

Es ist nicht möglich, allgemein geltende Grundsätze für die 
Wertschätzung mathematischer Probleme anzugeben. 

m. 

In der Zahlentheorie verdient das additive Prinzip nicht ge- 
ringere Beachtung als das multiplikative. 

IV. 
Die Annahme, dass alle Naturwissenschaften eine mathe- 
matische Behandlungsweise zulassen müssen, ist als eine hypo- 
thetische anzusehen. 
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